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环境污染下与年龄相关模糊随机种群系统的
均方散逸性
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(1.北方民族大学 数学与信息科学学院,银川750021;2.宁夏大学 数学统计学院,银川750021)

摘 要:讨论了一类在环境污染下与年龄相关的模糊随机种群系统,该系统受随机和模糊两种不确定性因素

的影响.在有界条件(弱于线性增长条件)和Lipschitz条件下,利用Itô公式和Bellman-Gronwall-type引理,建立了均

方意义下与年龄相关的模糊随机种群系统均方散逸性的判定准则.并通过数值例子对所给出的结论进行了验证.
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近年来,环境污染下与年龄相关的种群系统引起了许多学者的关注,并取得了很多研究成果[1-3].文献

[4]建立了如下与年龄相关的毒素种群模型:

∂P(t,a)
∂t +

∂P(t,a)
∂a =-μ1(t,a,C0(t))P(t,a), 在Q=(0,A)×(0,T)内,

dC0(t)
dt =kCe(t)-(l+m)C0(t), 在[0,T]内,

dCe(t)
dt =k1Ce(t)x(t)+l1C0(t)x(t)-hCe(t)+u(t), 在[0,T]内,

P(t,0)=∫
A

0
β1(t,a,C0(t))P(t,a)da, 在[0,T]内,

P(0,a)=P0(a), 在[0,A]内,

0⩽C0(0)⩽1,0⩽Ce(0)⩽1,

x(t)=∫
A

0
P(t,a)da, 在[0,A]内,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(1)

其中t表示时间,a 表示年龄,x(t)表示在t时刻的总人口数,P(t,a)表示t时刻年龄为a 处种群的密度,

μ(a,t,C0(t))和β(t,a,C0(t))分别表示t时刻年龄为a种群的死亡率和出生率.u(t)表示t时刻外界全部

毒素进入环境的总量,C0(t)表示t时刻生物体内毒素浓度,Ce(t)表示t时刻环境毒素浓度,A(0<A<∞)
为种群个体存活的最大年龄,k表示生物体吸收环境中毒素的净摄入率,l表示生物体排出毒素的净排泄率,

m 表示由于生物体新陈代谢过程及其他消耗过程所产生的毒素净化率,h表示环境中毒素的总损耗率,k1表

示生物体在环境污染情况下吸收毒素的摄入率,l1 表示生物体在环境污染情况下排出毒素的排泄率.
然而,在自然界中,研究的系统不仅仅受到随机环境的影响,还会受到模糊不确定性的影响,例如在种群

系统中,种群的出生率和死亡率等都是通过统计学的方法统计出来的,然而在统计中研究种群问题都是在给

定的置信度下,通过数据计算得出置信区间,因此本文的种群密度也是在一个区间上的,换句话说种群密度
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是模糊的.因此,随机微分方程不可能精确描述带有模糊的问题.为了使模型更加合理,有必要把模糊和随机

不确定因素考虑到种群模型中.本文讨论如下与年龄相关的模糊随机种群系统:

∂P(t,a)
∂t +

∂P(t,a)
∂a =-μ1(t,a,C0(t))P(t,a)+

<g1(t,a,P(a,t))
dB(t)
dt

>, 在Q=(0,A)×(0,T)内,

dC0(t)
dt =kCe(t)-(l+m)C0(t), 在[0,T]内,

dCe(t)
dt =-hCe(t)+u(t), 在[0,T]内,

P(t,0)=∫
A

0
β1(t,a,C0(t))P(t,a)da, 在[0,T]内,

P(0,a)=P0(a), 在[0,A]内,

0⩽C0(0)⩽1,0⩽Ce(0)⩽1,

x(t)=∫
A

0
P(t,a)da, 在[0,A]内,
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(2)

其中g(t,P(t,a))是依赖于a,t,P(t,a)的扩散系数.
尽管模糊方程都已被广泛研究[5-7],然而环境污染下模糊随机种群系统均方散逸性讨论的文献并未见

到,据了解,只有文献[8]讨论了环境污染下的模糊随机种群系统的数值解.本文的主要目的是讨论环境污

染下年龄相关的模糊随机种群系统,在有界的条件(弱于线性增长条件)和Lipschitz条件下,建立了均方意

义散逸性的判定准则,得到的结论是文献[8-12]的推广.

1 预备知识

设V=H1([0,A])≡ {φ|φ∈L2([0,A]),∂φ∂a∈L2([0,A]),其中∂φ
∂a

是φ 对a的偏导数},V 是一个

Sobolev空间.H =L2([0,A])满足V↼→H ≡H'↼→V'.
V'是V 的对偶空间,‖·‖、|·|和 ‖·‖* 分别表示V,H 和V'中的范数,<·,·>表示V 和V'之间

的对偶积,(·,·)表示 H 中的数量积,m 是一个常数,即有|x|⩽m‖x‖,∀x∈V.算子B ∈L(K,H)
是所有从K 到H 的有界线性算子空间,‖B‖2 表示Hilbert-Schmidt范数,即 ‖B‖22=tr(BWBT).(Ω,F,

Ft,P)是一个完备的概率空间,其中滤波Ft⩾0是递增和右连续的,F0包含了所有的零测度集,Bt 是定义在

这个完备空间的一个标准的Brown运动.
C0(t),Ce(t)均为毒素浓度,对模型(2)给出如下假设.
假设1 0<k<l+m,supt∈[0,T]u(t)⩽h.
引理1[8] 对于模型(2),如果假设1成立,则 ∀t∈ [0,T],有0⩽C0(t)⩽1,0⩽Ce(t)⩽1成立.
模型(2)中的C0(t),Ce(t)能精确地给出.所以只需要考虑如下模糊随机系统:

   

∂P(t,a)
∂t +

∂P(t,a)
∂a =-μ1(a,t,C0(t))P(t,a)+<g1(a,t,P(a,t))

dB(t)
dt

>,      (3)

P(t,0)=∫
A

0
β(a,t,C0(t))P(t,a)da, (4)

P(0,a)=P0(a), (5)

x(t)=∫
A

0
P(t,a)da. (6)

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

考虑与年龄相关的模糊随机种群系统(2)满足

P(t,a)=0,∀a⩾A.
通过(6)式对(3)~(5)式从0到A 关于a 积分可以得到以下系统

7第3期           何剑,等:环境污染下与年龄相关模糊随机种群系统的均方散逸性



dx(t)
dt =β(t,C0(t))x(t)-μ(t,C0(t))x(t)+<g(t,x(t))

dB(t)
dt

>,

x(0)=x0(0),

x(t)=0.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(7)

其中β(t,C0(t))≡(∫
A

0
β1(t,a,C0(t))P(t,a)da)(∫

A

0
P(t,a)da)-1.xt≡x(t)=∫

A

0
P(t,a)da表示t时刻

种群的总数量,∫
A

0
β1(t,a,C0(t))P(t,a)da 是由非局部边界条件定义的出生过程,β(t,C0(t))表示时刻t

生物体体内毒素浓度为C0(t)种群总的生育率.

μ(t,C0(t))≡ (∫
A

0
μ1(t,a,C0(t))P(t,a)da)(∫

A

0
P(t,a)da)-1,

μ(t,C0(t))表示时刻t生物体体内毒素浓度为C0(t)种群总的生育率.g(t,x(t))≡∫
A

0
g1(t,P(t,a))da.

  定义F(V)={u∶V → [0,1]|u 满足条件(i)~ (iv)},
(i)u 是正规的,即存在x0 ∈V,使得u(x0)=1;
(ii)u 模糊凸的,即对任意x,y∈V,r∈ [0,1],u(rx+(1-r)y)⩾min(u(x),u(y));
(iii)u 是上半连续的;
(iv)[u]0={a∈V|u(a)>0}是紧的.
容易知道,模糊数的任意水平集为闭区间,[u]r=[u-(r),u+(r)],称u-(r),u+(r)为u的支撑函数.
引理1[9](模糊数表示定理) 设u 为模糊数,那么

(i)u- (r)关于r是(0,1]上左连续增函数;
(ii)u+ (r)关于r是(0,1]上左连续减函数;
(iii)u- (1)⩽u+ (1);
(iv)u- (r),u+ (r)在r=0右连续.
反之,对任何满足上述条件的a(r)和b(r),必然存在模糊数u,使得[u]r =[a(r),b(r)],r∈ [0,1].
根据Zadeh的扩张原理定义模糊数的函数,对于u,v∈F(V),λ∈R,线性运算的r水平集满足区间运

算式 [u+v]r =[u]r +[v]r,[λu]r =λ[u]r.由于u-u=u+(-1)u≠0,F(V)不构成线性空间.称函数

对[w- (r),w+ (r)]为u与v的广义H-差,如果w- (r)=u- (r)-v- (r),w+ (r)=u+ (r)-v+ (r),记
为w=u􀱉v.进一步,如果[w- (r),w+ (r)]满足引理1的条件,则构成一个模糊数,成为 H-差.

设K(V)是V 中的非空,紧的凸子集.若A ∈K(V),IA 是K(V)的特征函数,那么IA ∈F(V).设u,v∈
F(V),

d∞(u,v)∶=sup
r∈[0,1]

dV([u]r,[v]r),

其中 [u]r ={a∈V|u(a)>r,0<r⩽1}是u的r水平集,dV 是定义在K(V)上的Hausdorff距离,即

dV(A,B)∶=maxsup
a∈A
inf
b∈B
‖a-b‖,sup

b∈B
inf
a∈A
‖a-b‖{ } .

其中 ∀A,B ∈K(V),用 ‖·‖ 表示V 中的范数,且(K(V),dV)是一个完备的、可分的距离空间.
设u,v∈F(V),定义一个 ‖u􀱉v‖F 的范数

‖u􀱉v‖F=d∞(u,v)∶=sup
α∈[0,1]

dV([u]α,[v]α),

且 (F(V),d∞)为一个距离空间.
设Qρ 为F(V)上由距离d∞ 生成的σ 域,可测映射y:(Ω,A)→ (F(V),Qρ)称为模糊随机变量.若

P(y1=y2)=1,则称y1 与y2 随机等价.若模糊随机变量y1 满足Ed2
∞(y1,<0>)< ∞,则称模糊随机变量y

为二阶的,二阶模糊随机变量的全体记为L2,且L2 是完备的.
定义1[13] 如果存在一个有界闭集B⊂R,使得对任意给定有界集D⊂Rn,存在一个t*=t*(D),对任

意给定包含于D 里的初始值,当t⩾t* 都有Ed2
∞(xt,<0>)< ∞,那么系统(1)是均方散逸的,B被称为它

的均方吸引集.
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为了证明本文的主要结论,给出以下假设条件:
(H1)μ(t,C0(t)),β(t,C0(t))非负可测,并且

0⩽μ0 ⩽μ(t,C0(t))< ∞, 在Q 中,

0⩽β⩽􀭰β(t,C0(t))⩽ ∞, 在Q 中.{ (8)

  令g:I×Ω×F(V)→L(K,V)是一族几乎处处有定义的非线性算子.当t∈ [0,T],则g 满足:
(H2)(Lipschitz条件)存在一个常数L >0,对 ∀u,v∈F(V),使得

‖g(t,x,ω,u)-g(t,x,ω,v)‖22 ⩽Ld2
∞(u,v). (9)

  (H3)存在一个常数K'>0,对 ∀u,v∈F(V),使得

‖g(t,x,ω,<0>)‖22 ⩽K'. (10)

2 系统(7)的均方散逸性

本节将在有界的条件(弱于线性增长条件)和Lipschitz条件下,给出在环境污染下与年龄相关的模糊随

机单种群系统均方散逸性的判定准则.假设存在一个模糊随机过程xt,并且xt 是方程(7)式的强解.

定理1 假设条件 (H1)~(H3)成立,令l=2L+2(􀭰β-μ0)<0,那么

(i)对任意的ε>0,存在t* ,使得下列式子成立Ed2
∞(xt,<0>)⩽-

2K'
l +ε,t* ⩽t⩽T.

  (ii)对任意的ε>0,方程(7)式是均方散逸的,其吸引集为B=(0,-
2K'
l +ε).

证明 对 ‖xt‖2F 应用Itô公式得

d‖xt‖2F=2[β(t,C0(t))-μ(t,C0(t))]xt☉xtdt+‖g(t,xt)‖22dt. (11)
这里 ‖·‖F 和 ☉ 分别表示F(V)中的范数和内积.对(11)式两边从0到t积分

‖xt‖2F=‖x0‖2F+2(β-μ)∫
t

0
‖xs‖2Fds+

2∫
t

0
xs☉g(s,xs)dB(s)+∫

t

0
‖g(s,xs)‖22ds. (12)

应用假设条件 (H1),可得

‖xt‖2F⩽ ‖x0‖2F+2(􀭰β-μ0)∫
t

0
‖xs‖2Fds+

2∫
t

0
xs☉g(s,xs)dB(s)+∫

t

0
‖g(s,xs)‖22ds. (13)

对(13)式应用假设(H2)、(H3),可得

Ed2
∞(xt,<0>)⩽Ed2

∞(x0,<0>)+2(􀭰β-μ0)∫
t

0
Ed2

∞(xs,<0>)ds+2E∫
t

0
{‖g(s,xs)-

g(s,<0>)‖22+‖g(s,<0>)‖22}ds⩽Ed2
∞(x0,<0>)+2K't+(2L+2(􀭰β-

μ0))∫
t

0
Ed2

∞(xs,<0>)ds=Ed2
∞(x0,<0>)+∫

t

0
2K'ds+

(2L+2(􀭰β-μ0))∫
t

0
Ed2

∞(xs,<0>)ds. (14)

利用Bellman-Gronwall-type[14-15]估计(14)式得

Ed2
∞(xt,<0>)⩽ (Ed2

∞(x0,<0>)+∫
t

0
2K'exp(-∫

u

0
ldv)du)·exp(∫

t

0
ldu)=

-
2K'
l +(Ed2

∞(x0,<0>)+
2K'
l
)elt. (15)

对任意给定的有界集D,令xt∈D,令R=supd2
∞(xt,<0>).对任意的ε>0,如果Ed2

∞(x0,<0>)+
2K'
l ⩾

0,对任意初始值y0 ∈D,存在一个t*,当t* ⩽t⩽T 时,有
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(R+
2K'
l
)elt* ⩽ε. (16)

另一方面,如果Ed2
∞(x0,<0>)+

2K'
l <0,那么对任意的0⩽t⩽T 有Ed2

∞(xt,<0>)⩽-
2K'
l +ε,所以

B=(0,-
2K'
l +ε)是系统(7)式的一个均方吸引集.

证毕.
注1 从定理1可以看出,方程(7)式的解在均方意义下是散逸的.

3 数值例子

通过以下例子对给出的结论进行验证,

dx(t)
dt =β(t,C0(t))x(t)-μ(t,C0(t))x(t)+<g(t,x(t))

dB(t)
dt

>,

x(0)=[x0]α,

x(t)=0,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(17)

其中t ∈ [0,4],α ∈ [0,1],Bt 是 一 个 标 准 的 Brown 运 动,C0(t)=0.4+0.2sint,β(t,C0(t))=
5
7
4
5-

0.5C0(t)
1+C0(t)

é

ë
êê

ù

û
úú ,μ(t,C0(t))=

5
7
3
2+

0.5C0(t)
1+C0(t)

é

ë
êê

ù

û
úú ,g(t,x)=0.2x .(17)式可以写成如下形式

xt
IP.1
􀪅􀪅x0+∫

t

0

5
7
4
5-

0.5C0(t)
1+C0(t)

é

ë
êê

ù

û
úúx(s)-

5
7
3
2+

0.5C0(t)
1+C0(t)

é

ë
êê

ù

û
úúx(s)

é

ë
êê

ù

û
úúds+<∫

t

0
g(s,x(s))dB(s)>.

(18)

  很容易验证g(t,x)=0.2x 满足假设条件(H2)和(H3).为了得到方程(18)式的解析解x(t),给出xt,

x0 的α-水平集如下

[x(t)]α =[xα
L(t),x

α
U(t)],

[x0]α =[xα
0,L,x

α
0,U]=[(0.5-0.5(1-α))

1
2exp(-1.25),(0.5+0.5(1-α))

1
2exp(-1.25)],α∈ (0,1].

显然xα
0,L,x

α
0,U 是随机变量,xα

0,L,x
α
0,U 是随机过程.这里[x0]α 是一个模糊数.

通过以上定义,把方程(18)式重新写成如下形式

xα
L(t)

IP.1
􀪅􀪅xα

0,L +∫
t

0

5
7
4
5-

0.5C0(t)
1+C0(t)

é

ë
êê

ù

û
úúx

α
U(s)-

5
7
3
2+

0.5C0(t)
1+C0(t)

é

ë
êê

ù

û
úúx

α
U(s)

é

ë
êê

ù

û
úúds+

 <∫
t

0
g(s,xα

U(s))dB(s)>,

xα
U(t)

IP.1
􀪅􀪅xα

0,U +∫
t

0

5
7
4
5-

0.5C0(t)
1+C0(t)

é

ë
êê

ù

û
úúx

α
L(s)-

5
7
3
2+

0.5C0(t)
1+C0(t)

é

ë
êê

ù

û
úúx

α
L(s)

é

ë
êê

ù

û
úúds+

 <∫
t

0
g(s,xα

U(s))dB(s)>.

ì

î

í

ï
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容易验证在模糊随机单种群模型(17)式中,当d<0时,种群数量随着时间的增加而减少,当时间足够

长时,该物种将趋于稳定.并且方程(17)式满足定理1的条件,故模型(17)式具有散逸性.
为了更加直观的观测种群密度的变化情况,取α ∈ [0.4,1].图1、图2分别表示 [x0]α =[x0,L]α =

(0.5-0.5(1-α))
1
2exp(-1.25)在环境污染下模糊随机种群系统的数值模拟和均值数值模拟(即Ex(t)=

1
1000∑

1000

i=1
xi(t)),图3、图4分别表示 [x0]α =[x0,U]α =(0.5+0.5(1-α))

1
2exp(-1.25)在环境污染下模

糊随机种群系统的数值模拟和均值数值模拟,图5和图6分别表示当α=0.66时在环境污染下模糊随机种
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群系统数值模拟和均值数值模拟.由此可以直观地看出系统的解一直保持在某个区域里面,即此系统具有均

方散逸性.

4 结 论

本文将模糊和随机两种不确定性因素引入种群系统,得到了模糊随机种群系统.同时该模型还考虑了生

物体内毒素和环境污染毒素对种群的影响,更加真实准确的反映了生物体在自然环境下的生存状态,而且较

确定性种群模型能更好地反应种群发展特性.利用Itô公式和Bellman-Gronwall-type引理,建立了均方意

义下与年龄相关的模糊随机种群扩散系统均方散逸性的判定准则.本文所得到的结论为种群灭绝和最优控
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制等研究提供了一定的理论依据.
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Mean-squaredissipativityoffuzzystochasticage-structured
populationsysteminapollutedenvironment

HeJian1,LiQiang1,ZhangQimin1,2,KangTing2

(1.SchoolofMathematicsandInformationScience,NorthUniversityfornationalities,Yinchuan750021,China;

2.SchoolofMathematicsandStatistics,NingxiaUniversity,Yinchuan750021,China)

  Abstract:Thispaperpresentsaninvestigationofaclassoffuzzystochasticage-structuredpopulationsysteminapolluted
environment,wherethesystemissubjectedtotwokindsofuncertainties:stochasticandfuzziness,simultaneously.Underthe
lineargrowthconditionandLipschitzcondition,weestablishsomecriterionsofmean-squaredissipativityofafuzzystochastic
age-structuredpopulationsystemthroughItôformulaandBellman-Gronwall-typelemma.Finally,anumericalexampleispro-
videdtoillustratethetheoreticalresults.

Keywords:environmentalpollution;fuzzystochasticage-structuredpopulationsystem;Lipschitzcondition;mean-square
dissipativity
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