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摘 要：通过利用小黏性方法得到二阶Camassa-Holm方程柯西问题局部弱解的存在性，再利用H61der不等 

式和 Gronwall不等式等进行一系列的先验估计 ，研究 Camassa—Holm方程解的正则性．‘ 
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1993年，Camassa和 HolmⅢ 利用 Hamilton方法研究浅水波运动时得到了浅水波方程 U +2au 一 

U +3删 一2u + ，其中u(t， )表示水波在 方向的振幅，a是与波速有关的常数，此方程是完全可 

积的． 

当a一0时，即为Camassa—Holm(C-H)方程 

一 乱 ￡+ 3uu 一 2u + ， 

其具有尖峰孤子解 u(t，z)=：=ce- ，其中c为任意常数．该解在尖峰处一阶不可导，是 H (R)意义下的 

弱解． 

2003年，Adrian Constantin和Boris Kolev_2 在研究单位圆微分同胚群上的测地线时，首次得到方程 

OtU =：=B ( ， )，愚∈ N， (1) 

其中，Â( )：：∑(一1)J0~ ，C ( )：一一uA (a )+A (uO “)一2O uÂ( )． 

显然算子 C (“)是一个全导数．记多项式 F ( )，使得 B ( ，“)：一 A C (“)一 u3 U，C ( )一 

一 a F (“)，一F ( )一f (“(乎)) 一 ∑k(一1)ja ( z)一∑k(一1) r( a 3 “+2a．rUa )d ． 
一 j；o J o ～ 

当k一0和k一1，方程(1)变为非黏性Burgers方程 

U + 3uu 一 0， ‘ (2) 

以及 C—H方程 

0tU— a a + 3u3 U一 2O a 一 a 一 0． (3) 

通常称方程(1)为高阶 Camassa—Holm方程． 

C—H方程是一类具有潜水波背景的色散方程．潜水波方程可用于解决物理学、流体力学等领域中诸多问 

题，因此，国内外许多人员研究了潜水波方程，如文献[3-L利用 Clifford分解方法得到了三维潜水波方程解的 

适定性问题． 

2009年，文献E43讨论了高阶 Camassa—Holm方程的柯西问题的适定性问题，得到如下结论：当 Uo∈ 

． 

一 {f∈ H (R)I a 厂∈ L，(R))且 2< P< C×3时 ，方程有一全局弱解 

U∈C(Eo，。。)；C卜 (R))n L。。(Eo，C×。)；H (R))． 

文献[5]研究了高阶 Camassa—Holm方程柯西问题的解，得到如下结论： 
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(1)若 Uo∈H (R )，r 2s-4-1，其中s 0，则存在一个最大时间T—T(u。)>0使得方程存在唯一解 

一乱(·， 。)∈c(Eo，T)；H (R ))n C ([0，T)；HH(R ))； 

(2)若 U。∈H (R )，且 V z∈R ，存在 M > 0，使得 P>MU。===0，则方程存在全局弱解 

U∈C([0，。。)；H (R))N L。。(E0，oo)；H (R))， 

并且满足守恒律I 。+(a )。+⋯+( “) dx===1 5+(a o)。+⋯+(a U o)。dx． 

文献[6]研究了二阶Camassa—Holm柯西问题整体解的存在性，得到如下结论：若Uo∈H (R)， >号， 

存在依赖于 lI‰ lI 的时间T>0，使方程存在唯一的解 一u(t， )满足 ∈c([0，T)；H (R))N C ([0， 

T)；H (R))． 

文献[7]研究了局部适定性，得到如下结论：若‰∈H (R)，5 k，k 2，存在丁>0，使Cauchy问题(1) 

有唯一解 “∈C([O，T)；H (R))n C ([0，T)；H (R))。 

上述工作主要是对高阶 Camassa—Holm方程的相关问题的弱解存在唯一性展开研究，弱解的正则性则 

是本文的兴趣所在． 

文献[8]对 Navier-Stokes方程柯西问题进行了解的正则性研究，得到如下结论：若(P。， ， )∈L (R) 

n H (R)，11．。∈D (R)N D (R)，对任意 T> 0，使方程存在唯一的整体经典解(P， ， )∈ c([0，T]； 

H (R))；(pI，( ) ( ) )∈c([o，T]；H (R))． 

文献[9]对二维Boussinesq方程柯西问题进行了解的正则性研究，得到如下结论：设 。， 。，0∈H (R )， 

且 div(u。． 。)：：=0，对任意 丁> 0，使得方程存在唯一经典解 

U， ，0∈Lo。([0，T)；H。(R ))；7．／x， ∈L ([O，丁)；H (R ))． 

Navier—Stokes拟线性方程(pu) +( ) 一[ (ID) ] 一[ (1D)] 和 Boussinesq拟线性方程 4-U／d, 一 

忌 “ 4-是 一VU 一 与Camassa—Holm方程形式类似，受两者研究工作启发，并结合两者研究方法来研究 

Camass—Holin方程解的正则性问题． 

本文主要研究二阶 C—H方程的 Cauchy问题 ，即 

f0tU — B2(甜， )，(￡，z)∈ (O，T)× R ， 

{ (0，z)一 。(z)，z∈R． ‘4 
其中B2( ， )：一A C2(“)一u3 ，A2( )： a 一a “+“． 

1 弱解的存在性 

将(4)式写成如下形式： 

fOtU+ u3 + a 一 o，t> 0，z ∈ R， 

A2( )一 F2( )，t> 0，z ∈ R， (5) 

I (o，z)一Uo(z)，z∈R． 
构造(5)式的黏性方程形式如下 ： 

fOtu + U a + a p 一 ea u ， 

A2(户 )一 F2( )， (6) 

l (0，z)一 o． (z)． 

引理 1 叩 若初值 。∈H。(尺)，则对任意的 J} Il H3(R)，fl II H3(R) C如果方程 

f11, — Au 一 F(z‘ ， ，Au )， 

iU (0，z)一 U o( ) 

的非线性部分满足 1I F(u ， ，Au )～F( ， ，Av )1l H2(R)三三三M Il 一 Il Ha(R)，其中M尺为与c有关 

的常数，那么存在一个依赖于 ll Il Ha(R)的时间 T，使得方程(6)有唯一的局部解 “ ∈ C([O，T)， 

H。(R))N C ([0，T)，H (R))．进一步，若 t。> 0，则对任意 T> t。，解 ∈C。。(R×( 。，T))． 

引理 1是经典的非线性热传导方程的局部存在性结果 “ ，其结果可由压缩映射原理得到，证明依赖 
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于热 半群 的光 槽性 ，即 

f I1 etA 0( )ll H3(R)三三三c 寺lj 0( )l1 H2(R)， 

【J『(e 一M)u o(z)ll H2(R) D专_I 0(z)fI H。(R)． 

假设 1 “ 。∈H。(R)，】f 。Ij H2( )≤ ll U。I1Ⅳ2(R)且在 H。(R)上 U0I￡一 ‰． 

假设 2 “。∈ H (R)且对某一 2< P< Cx3，a “o∈L (R)． 

引理 2C4 3 若假设 1和假设 2成立，则对任意的 e> 0及每个 t 0都有 

II ( ) +2e a (r，·) 2 曲 = 
， fl ， 

ll l1 [0I )，lI a I】 o。(_0’ 1 lI 。Il H2(R)． 

对(6)式的第 2个方程使用傅里叶变换 ，得 

)一』 ( e + e )(针2 1 一丢 ) z)d + 
~,／3- -- 3i
e + e ) ． 

令 

P ( ，z)一 Pl ( ， )+ P2 (￡，z)， 

记 

G1( 一 e 一j+譬 e 一I， 
G2(x--z)：s可／3--3i 一。+ e 

， 

所 以 

P1,(￡， )：』 Gi(z—z)[ 2+ 1(a ) 一 1(a 2 )。](￡， )dz， 

P2￡ z)=号fRGz、X--Z) ，洲z． 
引理3 若假设 1和假设 2成立，则对每个 t 0，￡> 0，有 

}I P (z，·)Il ． R)，1I P (￡，·)Il w ，。。c R) C。Il“。ll z( )， 

其中 C。是不依赖于￡的常数． 

证明 固定 t> 0，对于每个 P∈ {1，C×3}，i，J∈ {O，1，2，3)， 

∽)一．f (z [ )+ 1 一 

∽)一 等(x--z)( z ． 
由卷积的 young不等式 ，(7)，(8)，(9)和(1O)式中得 

II a ，．)II ll磐 一2 1 + 1 
Co lI (￡，·)Il z(R) C。Il o lI 。(R)． 

类似地， 

II a ，z)II _II3 d ~Ga 
(R)j． I( (t,z) 

C。‘I1“ ( ，·)II z R) C。Il"o ll z c ． 

其中Co是不依赖于e的常数． 

因此 ，由估计 (13)和(14)式可以得到(12)式． 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 
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对任意给定的正常数 T，记 II ：一 Fo，T)×R． 

引理 4Ⅲ 若假设 1成立，则对任意的0< ￡< 1以及每一 T，0< t< T， 

ll Otu ( ，·)lI L2(R) K1， 

·  ll a a ( ，·)【l Lz(Ⅱ ) K2． 

其中K 一 ( +c。)ll 。 + ll 。 Kz一 ( +c。 )ll + ‰ 

引理5 若假设 1和假设 2成立，则对每个 0<e< 1，都存在一个仅依赖于 ll 。l_H2 c ，T不依赖于￡的 

正常数 K ，使得 

ll a a P I )，【I a a P Il (n ) K ． 

证明 固定 T> 0及 0<￡< 1．对(6)式的第一个方程两边关于z求两次导 

a a + a + 38 a + P 一 ￡a U ． 

根据引理 2、引理 3和引理 4有 

lI a a：P ( ，z)ll LP(IIT) 3 lI (z—z)ll R)l a ata (￡，z)dz 

c。Il a I1 LZ(II 1lafa M 1＼ 。。√ lI M。l1 z， (15)T) L~(1IT) C K 

a a P1．E( ，z)一I G ( — )(2u a +a 。a a )d +I Gj(z一2)a “ a P dz+ 

(a “。) 一ea a：“ +1( 一G )(z—z)[专“ (a ) 一￡a a ]d + 

I Gj(z—z)[詈 (a )。+e(a；乱 ) ]dz． 

类似(15)，根据引理2、引理 3和引理 4并使用 H61der不等式得 

ll a a P1， ( ，z)ll LP(IIT)三三三C。[1l 。lI L2(IIT)l{a ll Lz(Ⅱ )+ l{a ll L2<Ⅱ )ll a a 1I Lz(Ifr)+ 

ll a " ll L2(1lT)1I a P ll L2(1iT)+ l1 a “ Il L~(1iT)Il a Il z cn + l1 Il L。。cn ll a L2(II
T )
+ 

e ll a ll Lz(IIT)(Il a： ll Lz(IIT)+1)] C0[ lI M。ll z c (K +Kz+C。ll 。 z )+ 

T ( + )+ T ]， (16) 

其中 K ，K 在引理 4中给出，C。不依赖于e． 

因此，对于 P∈ {1，。。)，li a a P ( ，z)l1 p(n )≤ lI a a P1I￡( ，z)_l (Ⅱ )+ lI a a P z ( ，sc)Il (Ⅱ ) 

C。K ，由于(15)、(16)两不等式的右边每项的估计都只与 ll 。ll Hz 励和T有关而与e无关，所以K 是依赖 

于 ll 。ll z 鼢和 T不依赖于e的常数． 

引理 6Ⅲ 若假设 1和假设 2成立，则对任意的2< P< 。。，t o和 ￡> o，有 

ll a ( ，．)lj Lp(R) ll a： ( ，·)ll Lp(R)e 。 +K4 ， 

其中 K。一—1 “。 “z c ，K 一 (3+C。)ll“。ll z 
，
是依赖于 ll 。ll“z c鄹的常数． 

引理7 E 令 2<P<。。，若假设 1和假设 2成立．则方程(6)的解集{ ) >。在L (Eo，T)；H。(R))上 

是紧致的并且对每一个 T>0存在一个递减至零的正序列{e } 以及一个函数乱∈L。。(Fo，T)；H (R))n 

H (Eo，T)；H (R))，使得在 L。。(Fo，T)；H。(R))上，有 一 ． 

定义 1 称函数 “一 u(t， z)是柯西问题(4)式的弱解，若满足： 

(i)u(t，z)∈ c(Eo，T)；C (R))n L (Eo，T)；H。(R))； 

(ii)“在分布意义下满足方程(4)； 

(iii)u(0，z)一 o(z)，对任意 z∈ R； 

(iv)II u(t，·)lI Hz( )=三三ll 。Il Hz( )，对任意 t> 0． 

引理8 若假设2成立，则柯西问题(4)式具有弱解u(t， )∈c(Fo，T)；C (R))n L。。(Eo，T)；H (R))． 
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证明 当e一 0 ，令 u(t， )为黏性渐近解 (￡， )的极限．由引理 2～ 引理 7，可知 

u(t， )∈c(Eo，T)；C (R))n L。。(Eo，T)；H。(R))， 

即定义 1中的(i)，(ii)，(iii)成立． 

综合引理 2和引理 7，可知定义 1中(iv)成立． 

引理 9 设 2< P< OO，给定初值 Uo∈H。(R)，a：U。∈Lp(R)，则存在正常数 丁，使得柯西问题(4)式 

有解 ∈ H (R)． 

证明 由引理 1及引理 7直接得到． 

2 解的正则性估计 

引理 l0 设 2< P< O0，Uo∈H (R)， o∈L (R)，则存在正常数 T，使得柯西问题(4)式有解 ∈ 

H (R)． 

证明 因为 

未 ( 。+ +uL+ +“ )dz=-f ；dx--5 RUxu d --fRUxU dz一3．f “ d 一 

2 一(“ + 1“ 2一 1 2)d +4．『 “ 2“～如一2 +2 甜 如+2j- 一乱 dz一 
2 I“P + P + P一 一 P+ P 一 P + P dz 
J R 

J J J J“ +7uS一“ +3uL J dx+J J 一f J一2u +3 J dx+ J R J R 

r 

2j R I + P一+ 一P一一“—：P+ 一zP一一 —：zPz+“一 zP—：I dx， 
所以 

If II 7 II II 。。II II 2 +3 II“ l_ 。。II II 2H2+2 II P 1l II“ll z+2 Il P l1 。。l1 Il z+ 

2 l1 P 1l 。。ll“ 1I z+2 1l P Il 一Il 一 fl +2 II P ll 。。Il II +2 Il P Il 。。ll托 ll z+ 

2 lI P—II e。lI"一 ll Lz 7 lI Il I1 Il 2 + II tt Il 2 ll税II 2 +lI P~,ll 2 。。+Il ll：。+ 

iI P Il 2 。。+II lI +Il P一[I L。。2 +II II：。+JI P II 2 。。+II II ：+II P II 2。 + 
ll —：Il ：+ ll P If 2。。+ II —： II 。+ II P— II 2。。+ II“— II 

(5 l II z+2)II II H42+7C。II 。If 2 z ， 

其中 C 一 (5 Il ll H2+2)，Cz一7C。}I‰ ll z c R)根据 Gronwall不等式，有 II tt Il ll乱。I【 e -‘+ 

cz 。 

引理 11 设 2< P<CXD，U。∈H (R)，a 。∈L (R)，则存在正常数 T，使得柯西问题(4)式有解U∈ 

H。(R)． 

证明 类似引理 10估计可得 

II l】 。 (7 II“。II—z+7 II 。tl 。)II II s+10 II 。II s II“。II s+ 

3 II“。II 2 II 。II z+12C。II 。II ， ， 

其中C。===7 If‰ If z+7 fl‰ 『J 2。，C4— 10 ll“。 
H 3 
fI 。if 2 +3 fl 。fi H42 if‰ 『l +12Co lI“。『l 2 ， 

根据 Gronwall不等式，有 II“II备s II 。II ec。 +c ． 

引理 12 设 2< P< 。。，“。∈H。(R)， U。∈L一(R)，则存在正常数 T，使得柯西问题(4)式有解 越 

H (Eo，T))． 
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证明 在方程 + +P 一0两边同乘以 ，有 +“ +up 一 0，再关于 在R上进行积分得 

1 Cl[ u 2dz"IRu 2Uxdz+』 “ 血一0， 

j’ M +』 “ dz一一』 M 2 11 l1L。。』 I1 I1 。 。dz． (17) 
在(17)式两边同乘以 ，对 t在[r，t ]上进行积分，r，t ∈ Eo，T]，有 

』 t j’ 。dzd +』? j． M dzd ll“。ll zj’ 』 dzd ， 
1l ll： ( )+ ￡ll 1l it r lI z￡ll： (r)+

．I?lI lI 。出+ 

r d ≤r (r)+ ll z dt+C (T)． 
由于ll 【l C-L2(0，T)，存在序列 ，使得 一0， l{ l1： ( )一o，k—Cx3．令r一 ，当k一+c×。， 

运用 Gronwall不等式 ，得 

l z+ _l d C1(T)， j 甜 C1(T)· 
对方程 M +删 + 一0关于 z进行微分，再在方程两边同乘以 ，有 “ +M + +“ 户一一 

0，再关于 z在 R上进行积分得 

丢 』 “ 2 dz+』 “ 3 dz-Jr-ffRUbtx~xxd +』 “ dz—o， 

未』 2 dz+』 d 一一』R “ dz一』 dz一一 J “ 3 dz， 

j’ “ 2 dz+j’ d 一一丢』 “ 3 dz三三三 1 l1 ll z 2．d 1 ll‰lI z 2 dz． (18) 
在(18)式两边同乘以t，对 t在[r，t ]上进行积分，r，t ∈ Eo，T]，有 

专j’ ．f 2 dzd +』 j' d-zd 1【l“。lI Hz．『 -『 M dzd ， 
。 ll甜 【l： (t1)+』 ．1l~／ l1 d r lI 1l 。(r)+j’ ll“ ll d + 1 ll l】 z-r “ ll 2 出三三三 

r ll (r)+ i ll 
。 1l z lI d￡+c (丁)． 

由于 ll“ lI C-L (o，T)，因此存在序列 ，使得 一 0， lI lI 。(rk)一 0，k一 。。，令r一 ，当k一 

十Cx。，运用Gronwall不等式 ，得 

lI“ 2+I￡l】 dt C。(T)， 
～ d 0 ～ 

f 2 d C2(T)． 

记C (T)+C (T)一c(T)因此有tI M + 2 dx三三三c(T)， 专lI乱lI H c(T)． 
J 

定理 1 设 。∈H。(R)时，则存在依赖于 ll U。ll s 的时间T> 0，使得问题(4)式存在解 

U C-c(I-o，T)；H (R))，“ ∈C (Eo，T)×R)． 

证明 (t，z)是柯西 问题 (4)式 的弱解 ，根据引理 10、引理 ll，有 ∈ H (R)，根据引理 12， ∈ 

H (Fo，T))，根据 Sobolev嵌入定理 ，有 

V t，0< t< T，u(t，z)∈ C (R)；V ∈R，u(t，lz)∈ C Eo，丁)． 

注 1 在临界状态下 ，高阶 Camassa—Holm方程解的适定性 问题 尚未得到令人满意的结果 ；根据本文的 

估计方法不能得到很好的结果如：当 “。∈H号(R)，只能估计得 ∈H (R)，而不能得到本文这么高的正则 

件 估计 ． 
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The Regularity of Solution of the Cauchy Problem for 2-order Camassa。Holm Equation 

DING Danping，ZHU Lin 

(College of Science，Jiangsu University，Zhenjiang 212013，China) 

Abstract：In this paper，the Cauchy problem of the second-order Camassa-Holm equation fs studied to obtain the exist— 

ence of the local weak solutions through the approach of viscosity．Also，the regularity of Camassa—Holm equations is re— 

searched by using HOlder inequality，Gronwall inequality and a series of prior estimates． 
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