
第44卷 第 5期 

2016年 9月 

河南师范大学学报(自然科学版) 

Journal of Henan Normal University(Natural Science Edition) 

Z．44 No．5 

Sept．2016 

文章编号 ：1000—2367(2016)05—0020—07 

一 类富营养水体渔业收获模型的定性分析 
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摘 要 ：基于富营养水体中生产者和消费者之间的关系，构建了一类富营养水体渔业收获模型．给出了系统 

边界平衡态的存在性和稳定性，分析了正平衡态的存在性及个数变化情况，指出系统在一定条件下存在两个正平衡 

点，进一步地给出了系统正平衡态为鞍结点的条件．最后，以收获率作为目标参数，简要给出了相关生物学意义． 
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由于工业废水、生活污水和含氮、磷等营养元素的农业退水大量进入水体，越来越多的湖泊、水库等水域 

呈现富营养化状态_1 ]．在适宜的温度和光照作用下，流入水体中的过量营养元素(如 N、P等)会引起藻类 

大量繁殖，尤其是鱼腥藻(Anabaena)、束丝藻(Aphanizomenon)、微囊藻(Microcystis)、颤藻(Oscillatoria)等 

藻类的过度繁殖易形成水华．水华的发生不仅对水体自身的生态结构带来不利影响，而且严重影响鱼类及其 

他生物的生存，进而影响渔业资源的开发和利用．另一方面，渔业资源的开发利用又反过来影响水体中的生 

物量及群落结构，不合理的开发利用特别是对鱼类等消费者的过度开发，会减弱水体生态系统中消费者对生 

产者的制约作用．因此，对已发生富营养化的水体进行治理及制定合理的渔业资源开发措施都是非常重要 

的 。 ]]． 

按照系统生态学的观点，生产者和消费者是水体生态系统中至关重要的两个组分．为了叙述和理解方 

便，本文以鲢鱼和蓝藻分别作为生产者和消费者的代表【5]．在水体中，鲢鱼和蓝藻均有各 自的食物源来满足 

自身生长，因此这里假设鲢鱼和蓝藻的生长均遵循 Logistics增长率；另外，一方面鲢鱼可以捕食蓝藻 ]，但 

另一方面，在水体富营养化的情况下，蓝藻会产生毒素甚至形成水华现象，对鲢鱼的生长有一定的抑制 

作用 引． 

已有不少文献研究了藻类和鱼类的相互作用模型并取得了丰富的成果 叫 ．例如，文献[72研究了具有 

成比例依赖的捕食一被捕食系统的选择性收获问题，其中捕食一被捕食者均遵循 Logistics增长率，且仅连 

续收获捕食者．文献[8]研究了一个具有非零常数速率的比率依赖型捕食者一食饵模型的动力学特性．为了 

较为清楚合理地描述在水体富营养化条件下蓝藻和鲢鱼的相互关系，同时考虑人类对它们的管理开发作用， 

建立如下模型： 

f警～P( ～击)～ fl~+P Z—C～P 

l警～z( 一 )+ 一 z， 
其中P—P( )表示蓝藻的种群密度，Z—Z(￡)表示鲢鱼的种群密度 ，r 分别表示蓝藻、鲢鱼的内禀增长 

率；K一 ，K一。分别表示蓝藻、鲢鱼的环境容纳量；常数 C ，C 分别表示为人类对蓝藻、鲢鱼的捕捞系数；考虑生 

物学和实际意义，假设 r ≥ C ，r C。． 
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系统(1)假设鲢鱼对蓝藻的捕食满足 Holling II类功能性反应函数， (> 0)表示鲢鱼对蓝藻最大的捕 

食系数， 一霸 ， 表示单位被捕食蓝藻的生物量转化率(O< < 1)；参数lD(>O)表示单位蓝藻对鲢鱼的抑 

制系数嘲．若 一』D>0，此时蓝藻对鲢鱼生长的贡献率为正值，则系统(1)可看作是捕食系统；若 一lD一0， 

此时蓝藻对鲢鱼生长的贡献率为0；若 ～lD<O，此时蓝藻对鲢鱼生长的贡献率为负值，则系统(1)可看作是 

竞争系统． 

1 动力学性质 

为 了计算方便，令 

口1一 rl— C1，n2一 r2一 C2，K1： KA
，

K2一 K
一

2

， 一 -- p, 

则系统(1)可简化为 

』dP( 一 P)一a +P’ l 
dZ

— z(一丢)+ ． 
由系统(2)可知，P( )一0和Z(￡)一0分别是该系统的解．由自治系统的轨线不相交性可知，系统(2)初 

值在第一象限的解只能在 l埠 内，因此下面总假设初始条件 P(O)一P。三三=0，Z(O)一Z。 0．对于系统的有 

界性 ，容易得到下面的定理． 

定理 1 若初值 (P。，Z0)E R车，则 系统 (2)的解最终进人到有界 区域 B R 内，其 中 B一 

{(P，Z)∈ R ：0三三三P(￡)三三三a1K1，0 Z(￡)三三三max{(n2+r)K2，a2K2))． 

易知，系统(2)总有平衡点 S。一(0，O)，S 一 (0，azK。)，S。一(a K ，O)，且通过计算系统在 3个边界平 

衡点的特征值，可以得到下面的结论． 

定理 2 (1)S。一 (O，O)恒为不稳定的结点 ； 

(2)当n。Kz< 时，s 为鞍点；当azK > 时，s 为稳定的结点； 

(3)当y三三三0时'5z为鞍点；当y<o且 + > o时'Sz是鞍点；当y< o K
a1 1 

nz+ 
a 

< 
a -rI A  _t_ 1 A 1 

0时，S。是稳定的结点． 

1．1 正平衡态的存在性 

由系统(2)的第1个方程可得等倾线 ( dP—o)的方程为： 

z一  + P+ 一一丽1 cPn aI K1)cP ． ㈣ 

由系统(2)的第2个方程可得等倾线z。(警一o)的方程为： 
Z一一 旦 + (a + y)K 

． (4)P 
口+ 。 

若系统(2)存在正平衡态，则必须同时满足方程(3)和(4)．因此，联立方程(3)和(4)可得 

P。+ DP + EP + F一 0， (5) 

其中D一2a一口lKl，E—a 一2aalKl+ K z(口2+7)K2，F—aKl( 口2K2一 1)． 

由一元三次方程根与系数的关系可得方程(5)的判别式为 

△ 一 (DE 一 9F) 一 4(D 一 3E)(E。一 3DF)一～ 3(D。E 一 4E。～ 4D。F+ 18DEF～ 27F )． 

记 

— D。E 一 4E。一 4D。F+ 18DEF 一 27F。． (6) 

因此 ，当 △< 0即 > 0时，方程有 3个不相等的实根；当A一0即 一0时，方程有 3个实根(有萤根)；当 △> 
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2)当a2K。> 时，若 口 K。< H，则系统(2)存在两个正平衡点；若 a2K 一 H，则系统(2)存在一个 
p1 

正平衡点；若a2,K。> H，系统(2)不存在正平衡点． 

定理 5 设 al一 < o，7< o， 

1)若(口2+7)K2< 0， 

i)当~／2K 且 P < P 时，系统(2)存在唯一的平衡点，这里 
p1 

P _ 口1gl Pz一  

分别为抛物线和双曲线与 P轴正半轴的交点的横坐标； 

ii)当 < a2K < H 时，系统(2)存在 2个正平衡态； 

iii)当n K。一H时，系统(2)存在 1个正平衡态 

iv)当a。K > H时，系统(2)不存在正平衡态． 

2)若 0< (n +7)K < ，则 

当n K。 a al时，系统(2)存在唯一的平衡点； ’ 
p1 

当 < 口。K < H时，系统(2)存在 2个正平衡态； 
p1 

当n K2一H 时，系统(2)存在 1个正平衡态； 

当 口 K > H 时，系统 (2)不存在正平衡态． 

3)若(n。+7)K > ，则系统(2)不存在正平衡态． 
pl 

定理6 设n ～ <o，y>0，当azKz<署时，系统(2)存在唯一的平衡点；当a 2Kz 署时，则系 
统(2)不存在正平衡态． 

1．2 鞍结点分支 

由定理 3～6及图 1可知，随着参数的变化，系统(2)正平衡态的个数将经历 0— 1— 2— 3— 2— 1的 

变化．由方程(5)及(6)式知，当 一0时，方程(5)有 3个实根(有重根)，下面根据文献El4](P194定理 3．1) 

来讨论系统(2)的鞍结点分支存在性，并得到下面结论． 

定理7 若F一0，E~O，n K --2a>o，则对系统(2)，(P， )一( ，o)为系统的鞍一结分支 
点且 

(1)当 —o时，系统有唯一的高阶正平衡点( ，K- )，其为鞍结点； 

(2)当 >0时，在点( ，堕 ± )的小邻域产生两个正平衡点，一个为鞍点，另一个为结 
点 

(3)当 <o时，奇点( ，堕 )消失，在它的小邻域内没有奇点． 
证明 当F一0， 一 0时，由(6)式可得： azKz一砸 口 K 一4 Kz7，进而方程(5)可化为 

P(P+ ) _o． (7) 

显然P一一 ：一÷(2a—n KI)为方程(5)的一个非零解，由此可求得系统(2)的一个奇点为 
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( ，鉴 兰 )．将( ，K_ )平移到坐标原点，则系统(2)可化为下面的系统 

f ：( + )[ 一善一 ‰ ( + )]， 

l 一( + )[ 一善+ ( + )]， 

由定理条件知， 

A(0，o) 

(2y— a2) 

27K1 

口(n2-t-27) 

2ill K 

一  二 
2口1K1 

7(alK1+ 2u) 

2nlK1 

detA 一 (01。2K1— 4a7)一 0， 

Tr cA)一 一 一一 ≠ 。． 

即 detA一0，Tr(A)≠ 0，所以O(0，O)为系统的 Lyapunov型奇点． 

令系统(8)第 2个方程右边为 0，可得 p与2的关系式： 

2一Kz(警一 2P-t-a rK1)． 
将(9)式代入方程(8)的第一个式子右边，有 

一 {(( )3+。( ) +E( )+F)+ 一萧 {(( )+。( ) +E( )+F)+ 
。+(3( )+。)p。+[s( ) +zD( )+E] )， 

注意到 是方程(5)的二重根，所以 

1 K1— 2 

9 

a1K】～ 2 

)。+D( )。+E( )+F一。， 

) +2D( )+E—o， 

由文献[14](P194定理3．1)知，0(o，0)为系统(8)的鞍结点，故f 

的鞍结点．随着 的微小变动，则有 

(1)当 >0时，在点 ／ lKl I 

即一个为鞍点，一个为结点； 

(2)当 <O时，奇点f 

一 2口 K2(02+ 27) 

a1 K1— 2a K 2(口2+ 27) 

2 ’ 2 

口1K1— 2a K2(口2+ 27) 

(9) 

(10) 

(11) 

1为系统(2) 

1的小邻域产生两个奇点，且鞍点个数和结点个数相等， ／ 

1消失，在它的小邻域内没有奇点．证毕． 

定理8 设(P ，Z )为系统(2)的正奇点，若 F≠ 0，且 

(一 一 ) a,2一 + )+ ：。， I 一 一 F J 一1 十 厂卜 了==：U’ 

(一 一 )+(一 +等 )≠。， l 一1 一 厂r l 一 十 ／ U’ 

为 G 



第5期 郭红建，等：一类富营养水体渔业收获模型的定性分析 25 

则(P， )一 (P ，0)为系统(2)的鞍 一结分支点( 见(6)式)，并有 

(1)当 一0时，系统(2)有唯一的高阶奇点(P ，Z )，为鞍结点； 

(2)当 > 0时，系统(2)在(P ，Z )的邻域产生两个奇点，一个为鞍点，另一个为结点； 

(3)当 < 0时，奇点(P ，Z )消失，在它的邻域内没有奇点． 

证明 若 F≠ 0，当 一0时，方程(5)有 3个实根，其中有一个非零二重实根．假设该根为 P ，相应的 

二重根奇点为(P ，Z )．将(P ，Z )平移到坐标原点来讨论，做变换p—P—P ，2===Z—z ，则系统(2) 

可化为 ： 

f dP (一 )一 ， ⋯、 

I dZ=：=c + (一 )+ 等 ， 
o(o，0)为系统(12)的奇点，其线性化系统的系数矩阵为 

A(0．o) 

2P 胡l Z 

一百 一 

Z ： 
(a+ P ) 

一  ： 
口+ P 

2Z ， yP 
。。一  十  

由定理条件知，detA一0，Tr(A)≠ 0．所以0(0，O)为系统的Lyapunov型奇点． 

令系统(12)的第 2个方程右边为 0可得， 

一 一 — ÷ +(a2+7⋯)／1 2一z ， (13) 一一 干 【 十 十 一 ’ 

将(13)式代入方程组(12)第一个方程右边得 

IP)G(P 一一 _ P_ l』 ((P*。+DP*z+EP*+F)+户s+ 一一 干 ((P“+ +EP +F’+P。+ 

(3P +D)p。+ (3P +2DP +E)p)． (14) 

注意到 P 是方程(5)的二重根 ，所 以 

fP¨ + DP + EP + F 一 0， 

1 (15) 

}P +．DP +EP +F f P：P*一3P +2DP +E一0， 

将(15)式代入(14)并展成关于P 的级数形式为 

G(p)一嚣 卢 “， 
所以0(0，0)为系统(12)的鞍结点，进而(P ，z )为系统(2)的鞍结点，且随着 的微小变动，有 

(1)当 >0时，在奇点(P ，Z )的邻域产生两个奇点，且鞍点个数和结点个数相等，即一个为鞍点，一 

个为结点 ； 

(2)当 < 0时，奇点(P ，Z )消失，在它的邻域内没有奇点．证毕． 

2 结 论 

本文主要研究了一个富营养水体的渔业收获模型，给出了系统 3个边界平衡态的稳定性，然后利用几何 

分析的方法给出了正平衡态存在性及个数的条件．由定理2可知，当对鱼类的收获率Cz<c 一rz一 时， 
p1 

藻类灭绝平衡态 s (0，a K。)是稳定的；当 C。> C 时，S (0，azKz)是不稳定的．进一步地，若 Cz> rz+ 
⋯ 『， 

，则鱼类灭绝平衡态 S (n K ，0)是稳定的．类似地，对藻类的收获率也有类似的结果．因此，对于鱼 
a 1_a】n 1 

类或藻类等渔业资源的收获比例都存在一个阈值范围． 

由定理 3～6可知，在一定条件下，系统会存在鱼类和藻类共存的平衡点，但是平衡点的个数可能会有 

两个或一个高阶的奇点情况．定理 7～ 8分别讨论了鱼类和藻类共存平衡点的鞍结点分支．这些数学结果均 
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显示了系统的复杂性．另外，系统(2)所描述的人类管理措施是连续的方式，实际上，人类的管理措施是脉冲 

式或不连续的．如何描述并研究人类脉冲控制及不连续控制对富营养化水体中生物种群的影响，将是我们以 

后的工作． 
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Qualitative Analysis of a Kind of Fishery Harvest Model in Eutrophic Water Body 

GUO Hongjian，DU Jiejing，GAO Si 

(Department of Mathematics and Information Science，Xinyang Normal University，Xinyang 464000，China) 

Abstract：Based Oil the relationships between producers and consumers in the eutrophic water body，a kind of fishery 

harvest model is presented。The existence and stability of the boundary equilibria are given，the existence and the number of 

positive equilibrium are analyzed．W e found under certain conditions the system has tWO positive equilibria．Furthermore，the 

conditions under which the positive equilibrium is a saddle—node are given．Finally，taking the catch rate as a target parameter， 

some biological meanings are given． 
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