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有向拓扑结构下复杂网络系统的同步验证

王磊,张书源,葛思彤,刘洋

(北京航空航天大学 自动化科学与电气工程学院,北京100191)

摘 要:研究了具有非线性耦合的复杂网络系统的同步验证问题.基于一般的非二次型Lyapunov函数,建立

了保守性更弱的有向拓扑结构下的非线性网络系统的同步判据.对于多项式网络系统,将可同步问题转化为平方和

优化问题,由此来高效地求解高阶的多项式Lyapunov函数.求解平方和优化问题隶属于凸优化框架,因此可以在多

项式时间内自动地实现系统的同步验证.最后,通过一个数值仿真实例验证了理论结果的有效性,同时说明了所提出

的方法可以使用一个较小的耦合强度下界来确保同步实现.
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在过去的几十年里,复杂网络系统作为一门跨学科研究在物理[1]、控制科学[2]、社会科学[3]、经济学[4]等

领域引起了广泛的关注.同步是自然界中常见的集体行为现象,在某种程度上揭示了动物群体聚集行为的本

质,如蜂拥现象[5-6].因此,开展复杂网络系统的同步研究工作具有重大的科学意义[7-12].
目前,现有研究工作中大都是在“手动”构造二次型Lyapunov函数的基础上[13-17],致力于研究具有线

性耦合的复杂网络系统的同步问题.然而,在稳定性理论中,有相当多的稳定性系统不存在二次型Lyapunov
函数,而存在更一般的Lyapunov函数.基于这个事实,寻找一般的Lyapunov函数来证明非线性系统的同步

是合理的.例如,基于一般的Lyapunov函数构造,学者们通过提出的LyapunovV-稳定性方法研究了复杂动

态网络的全局同步问题[18-19].因此,通过“自动”生成一般的非二次型Lyapunov函数来实现具有非线性耦合

的复杂网络系统的同步验证是十分必要的.
幸运的是,平方和(sum-of-squares,SOS)分解框架提供了一种弱保守的方式计算稳定性系统的多项式

Lyapunov函数[20-25].PAPACHRISTODOULOU等[20]提出了一种Lyapunov函数算法构造的思想,用以研

究非线性系统的稳定性问题.随后,进一步形成了基于SOS分解的系统分析教程[21].ZHANG等[22]提出了一

种迭代的SOS优化算法求解多项式矩阵不等式,实现了多项式网络系统的稳定性验证.近来,学者们[23-25]

利用SOS优化方法设计程序化算法搜索多项式Lyapunov函数,验证了无向及有向拓扑下复杂网络系统的

同步判据.
在本文中,通过SOS优化框架下的多项式Lyapunov函数算法计算,将致力于研究具有非线性耦合的复

杂网络系统的同步验证问题.首先,通过松弛经典的类Lipschitz条件,系统地构造一般的Lyapunov函数并

建立保守性更弱的有向拓扑结构下非线性网络系统的同步判据.然后,通过多元多项式的SOS分解技术,将
非负性约束用SOS条件替代,通过求解SOS优化问题自动地寻找多项式Lyapunov函数,从而实现系统的

同步验证.最后,给出一个仿真实例来说明所提出方法的有效性.
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符号定义:R+ 和R分别表示正实数和实数的集合.Rn 是n维实向量的集合,Rm×m 是m×m 维实矩阵的

集合,R[·]是实系数的多项式集合.diag{κ1,…,κn}是一个对角矩阵,其对角元素为κ1,…,κn.‖Δ‖表示向

量Δ 的向量范数.Φ ⊗Ψ 表示矩阵Φ 和Ψ 的Kronecker积;ΦT 表示矩阵(向量)Φ 的转置,Ψ >0表示矩阵

Ψ 是正定的.对于一个连续可微的函数V(ψ):Rn →R,令

∇V(ψ)=[
∂V(ψ)
∂ψ

]T,∇V(φ-ϕ)=[
∂V(ψ)
∂ψ

]T|ψ=φ-ϕ
,

其中ψ,φ,ϕ∈Rn.SOS[x]表示多元SOS多项式的集合,即

SOS[x]={ρ(x)∈R[x]ρ
(x)=∑

k

i=1
p2

i(x),∀x∈Rn,

pi(x)∈R[x],i=1,2,…,k.
}.

1 问题描述

图论是描述网络拓扑结构的重要工具,简要介绍如下.令G=(v,ε,A)表示一个具有N 个节点的加权有

向图,其中v={v1,…,vN}表示节点集合,ε∈v×v表示边集合.邻接矩阵A=(Ajk)∈RN×N 表示从节点

k向节点j的信息传递,其中每条边{vj,vk}的权重用Ajk⩾0来表示.拉普拉斯矩阵L=(Ljk)∈RN×N 的定

义为:对于j≠k,Ljk =-Ajk 且Ljj=∑
N

k=1,k≠j
Ajk.如果存在一条有向路径连接任意两个不同的节点vi 和

vj,其中i,j=1,2,…,N,则称有向图G是强连通的.在本文中,假设有向图G是强连通的,即L是一个不可约

的拉普拉斯矩阵.
考虑一个由N 个节点非线性耦合的动态网络,其中每个节点都是一个n 维的动态系统,其数学模型表

达如下:

ẋi(t)=f(xi(t))-σ∑
N

i=1
Lijh(xj(t)),i=1,2,…,N, (1)

其中,f(xi)=[f1(xi),…,fn(xi)]T∈Rn →Rn 和h(xj)=[h1(xj),…,hn(xj)]T∈Rn →Rn 是非线性

函数向量,xi=[xi1,…,xin]T∈Rn 是节点i的状态向量,σ表示耦合强度,L=(Lij)∈RN×N 表示有向图G

的拉普拉斯矩阵,它具有如下的性质:非对角线元素Lij ⩽0(i≠j),以及对角线元素Lii=-∑
N

j=1,i≠j
Lij.

定义1[24] 若对于 ∀􀆠>0,∃T ∈R+,使得对于任意初始条件和所有t>T,都有 ‖xi(t)-xj(t)‖ ⩽
􀆠(i,j=1,2,…,N),则称网络(1)实现同步.

引理1[26] 有向图G的拉普拉斯矩阵L 具有一个代数重数为1的零特征值,而其他特征值均具有正实

部.对应于矩阵L 的零特征值的左特征向量ζ=|ζ1,…,ζN|T 满足ζTL=0,其中∑
N

i=1ζi=1且ζi>0(i=

1,2,…,N).
引理2[27] 有向图G一般代数连通性记为:

aζ(L)= min
xTζ=0,x≠0

xT􀭾Lx
xTΞx

, (2)

其中,􀭾L=(ΞL+LTΞ)/2,Ξ=diag{ζ1,…,ζN}.

引理3[28] 如果Λ=(Λij)∈RN×N 是一个对称矩阵,且满足Λij⩽0(i≠j)和Λii=-∑
N

j=1(i≠j)
Λ,则

∑
N

i=1
∑
N

j=1
αT

iΛijβj =-∑
N

i=1
∑
N

j=i+1

(αi-αj)TΛij(βi-βj), (3)

其中,αi ∈Rn 和βj ∈Rn(i,j=1,2,…,N).

2 主要结果

在本节中,将讨论有向拓扑结构下复杂网络(1)的同步问题.通过构造一般的Lyapunov函数,提出了一

个保证同步的充分条件,并通过SOS优化方法自动地寻找多项式Lyapunov函数,以实现系统的同步验证.
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首先,给出了关于f(·)和h(·)的假设.
假设1 对于f(·):Rn→Rn 和h(·):Rn→Rn,存在一个连续可微、径向无界、正定函数V(·):Rn→R+,

一个向量值函数q(·):Rn →Rm 及一个标量ϑ∈R,使得对于 ∀i,j=1,2,…,N,有

G∇V(xi-􀭺x,xj -􀭺x)Gf(xi,xj)⩽ϑGq,W(xi-􀭺x,xj -􀭺x), (4)

∑
N

i=1
∑
N

j=1
∇V(xi-􀭺x)LijGh(xj,􀭺x)⩾∑

N

i=1
∑
N

j=1
qT(xi-􀭺x)WLijq(xj -􀭺x), (5)

其中,G∇V(a,b)=∇V(a)-∇V(b),Gq,W(a,b)=[q(a)-q(b)]TW[q(a)-q(b)],(∀a,b∈Rn),W ∈
Rm×m 是一个半正定矩阵.

注1 需要注意的是,如果V(x)=xTPx/2,q(x)=x,W=PΓ,且h(x)=Γx,那么存在一个Lipschitz
常数ϑ∈R,使得下式成立:

(x-y)TP(f(x)-f(y))⩽ϑ(x-y)TPΓ(x-y), (6)

∀x,y∈Rn,即条件(4)退化为经典的类Lipschitz条件(6),其中P 是一个正定矩阵,Γ 是一个半正定矩阵.
基于二次型Lyapunov函数的同步研究工作(如文献[15-16,27-28])通常采用上述的类Lipschitz条件

(6).同时,容易验证条件(5)在这种情况下始终成立,因此可以说对于h(·)所做的假设是合理的.
定理1 如果假设1成立,当ϑ-σaζ(L)<0时,网络实现同步.

证明 令􀭺x=∑
N

r=1ζrxr 和􀭾V=∑
N

i=1ζiV(xi-􀭺x),则有

􀭺x
·
=∑

N

r=1
ζrf(xr)-σ∑

N

r=1
ζr∑

N

r=1
Lrjh(xj). (7)

由引理1知道ζ=[ζ1,…,ζN]T 是矩阵L 的零特征值所对应的左特征向量,因此有

ζTL=∑
N

r=1
ζrLrj =0, (8)

即

∑
N

r=1
ζr∑

N

j=1
Lrjh(xj)=0. (9)

然后,可以得出

ẋ-􀭺x
·
=f(xi)-∑

N

r=1
ζrf(xr)-σ∑

N

j=1
Lijh(xj). (10)

接下来将证明􀭾V 是一个一般的Lyapunov函数.对函数􀭾V 求导,则有

􀭺V
·

=∑
N

i=1
ζi∇V(xi-􀭺x)(̇xi-􀭺x

·)=∑
N

i=1
ζi∇V(xi-􀭺x)(f(xi)-∑

N

r=1
ζrf(xr))-σ∑

N

i=1
ζi∇V(xi-

􀭺x)∑
N

j=1
Lijh(xj)=∑

N

i=1
∑
N

r=1
∇V(xi-􀭺x)Uirf(xr)-σ∑

N

i=1
ζi∇V(xi-􀭺x)∑

N

j=1
Lij(h(xi)-h(􀭺x))=

-∑
N-1

i=1
∑
N

r=i+1
G∇V(xi-􀭺x,xr -􀭺x)UirGf(xi,xr)-σ∑

N

i=1
ζi∇V(xi-􀭺x)∑

N

j=1
LijGh(xj,􀭺x), (11)

其中,U=(Uir)∈RN×N =Ξ-ζζT,U 是一个对称矩阵且满足引理3.根据不等式条件(4)和(5)可以推出

􀭺V
·

⩽-ϑ∑
N-1

i=1
∑
N

r=i+1
UirGq,W(xi-􀭺x,xr -􀭺x)-σ∑

N

i=1
∑
N

j=1
ζiLijqT(xi-􀭺x)Wq(xj -􀭺x)=

ϑ∑
N

i=1
∑
N

r=1
UirqT(xi-􀭺x)Wq(xr -􀭺x)-σ∑

N

i=1
∑
N

j=1

􀭾LijqT(xi-􀭺x)Wq(xj -􀭺x)=

ϑQT(x-􀭺x)(U ⊗W)Q(x-􀭺x)-σQT(x-􀭺x)(􀭾L ⊗W)Q(x-􀭺x)⩽
QT(x-􀭺x)((ϑΞ-σ􀭾L)⊗W)Q(x-􀭺x), (12)

其中,Q(x-􀭺x)=[qT(x1-􀭺x),…,qT(xN -􀭺x)]T.基于等式(2),有􀭺V
·

⩽ (ϑ-σaζ(L))QT(x-􀭺x)(Ξ ⊗

W)Q(x-􀭺x).因此,如果ϑ-σaζ(L)<0成立,则可以得出􀭺V
·

<0,这表明在有向拓扑结构下网络实现了同步.
注2 通过构造一般的非二次型Lyapunov函数,建立了有向拓扑结构下复杂网络的同步判据.如上所
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述,假设1可以视为类Lipschitz条件的自然松弛,而一般的Lyapunov函数亦可退化为常见的二次型Lya-
punov函数,由此说明定理1的弱保守性.与文献[25]相比,不需要引入严格的等式约束来推导同步判据.此
外,如果图G是无向图,则定理1可以退化为先前的工作(详见文献[24]).

值得注意的是,预先假设了连续可微函数V(·)是存在的,所以需要找到这样一个函数来证明所提出方

法的合理性.然而,计算V(·)涉及多元非负性条件(4)和(5)的求解,这是十分困难的且缺乏有效的计算方

法.在非线性系统的稳定性理论中,SOS分解技术已被证明是计算Lyapunov函数的一个有效手段[20,22,24],
其为计算困难的优化问题提供了有效的凸松弛.由于SOS多项式具有完全非负性的性质,对于多项式系统,
将非负性条件用SOS条件所刻画,由此得到如下的假设2.这样,便可以利用SOS优化方法来高效地计算多

项式Lyapunov函数.
假设2 对于f(·)∈R[·]:Rn →Rn 和h(·)∈R[·]:Rn →Rn,存在一个连续可微的SOS多项式函数

V(·)∈Rn →R+,一个多项式向量值函数q(·):Rn →Rm,以及一个标量ϑ∈R,使得对于 ∀i,j=1,2,…,

N,下式成立:

-G∇V(xi-􀭺x,xj -􀭺x)Gf(xi,xj)+ϑGq,W(xi-􀭺x,xj -􀭺x)∈SOS(x), (13)

∑
N

i=1
∑
N

j=1
∇V(xi-􀭺x)LijGh(xj,􀭺x)-∑

N

i=1
∑
N

j=1
qT(xi-􀭺x)WLijq(xj -􀭺x)∈SOS(x). (14)

  推论1 如果假设2成立,当ϑ-σaζ(L)<0时,网络(1)实现同步.
注3 对于SOS条件(13)和(14),q(·)和W 都是未知的,所以预先假设q̂(·)是一个单项式向量值函

数,并且有qTWq=̂q̂Ŵq,那么只需求解半正定矩阵Ŵ 即可.此外,条件(13)仍然涉及双线性半定规划问题,这
是一个NP难问题.为了降低计算复杂度,可以预设ϑ 的初值来避免该双线性问题的求解,将其转化为易于

计算的凸优化问题,由此在多项式时间内完成问题的求解.然而,求解该问题的计算量依赖于状态变量的数

量和单项式的阶数.因此,为了保证计算速度,应选择适当阶数的多项式Lyapunov函数.然后,便可以使用

YALMIP工具箱[29]和 MOSEK求解器[30]来进行计算,这是一个可以有效求解上述SOS优化问题的优化

工具.

3 数值仿真

在本节中,提供了一个数值实例来说明所提出方法的有效性.考虑一个包含3个混沌振子的洛伦兹系

统[28],每个振子的动力学特性如下:

f(xi)=
10(xi2-xi1)

28xi1-xi2-xi1xi3

xi1xi2-8xi3/3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,i=1,2,3. (15)

选择非线性耦合函数为h(xi)= [10(xi1+2x3
i1),10(xi2+2x3

i2),10(xi3+2x3
i3)]T.xi(t)的初值选为x1(0)=

[2,0,5]T,x2(0)=[-2,8,3]T,x3(0)=[9,4,7]T,拉普拉斯矩阵L=[4,-2,-2;-1,2,-1;-3,0,3].
由等式(2)可知aζ(L)=2.7679.取deg(V)=4,deg(̂q)=3,且有q̂=[x1,x2,x3,x1x2,x1x3,x2x3,x2

1,

x2
2,x2

3,x1x2
2,x1x2x3,x1x2

3,x2
1x2,x2

1x3,x3
1,x2x2

3,x2
2x3,x3

2,x3
3]T ∈R19,其中deg(·)表示变量的阶数.

通过求解器MOSEK求解SOS条件(13)和(14),得到了一个常数ϑ和四阶的多项式Lyapunov函数,从而实

现了 系 统 的 同 步 验 证,其 中,ϑ=2.0,V(x1,x2,x3)=2.56236x4
1+0.93299x4

2+1.46639x4
3+

1.00369x2
1x2

2+0.937965x2
1x2

3+0.802985x2
2x2

3+6.57385x2
1+2.59259x2

2+2.55881x2
3-0.011153x1x2+

3.72347.
根据定理1可知,如果耦合强度满足σ>ϑ/aζ(L)=0.723,那么系统将实现同步.如图1所示,在耦合强

度σ=0.8的情况下,系统的状态轨迹最终实现了同步,验证了理论结果.相比于基于二次型Lyapunov函数

的方法(如文献[16,27-28])所建立的同步判据,所得的结果具有更弱的保守性,且通过一个较小的耦合强

度下界便能够确保同步实现.
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4 结 论

通过构造一般的Lyapunov函数,本文研究了有向拓扑结构下非线性耦合网络系统的同步问题.对于多

项式网络系统,利用SOS优化方法自动地寻找弱保守的多项式Lyapunov函数,实现了系统同步验证.最
后,给出了一个洛伦兹系统的仿真实例,验证了理论结果的有效性.在今后的研究中,将致力于推广所提出

的SOS优化方法,研究异构多项式和非多项式网络系统的同步问题.
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Synchronizationverificationforcomplexnetworkedsystemswithdirectedgraph

WangLei,ZhangShuyuan,GeSitong,LiuYang

(SchoolofAutomationScienceandElectricalEngineering,BeihangUniversity,Beijing100191,China)

Abstract:Inthisarticle,westudytheproblemofsynchronizationverificationforcomplexnetworkedsystemswithnon-
linearcoupling.BasedongeneralformofLyapunovfunctions,alessconservativesynchronizationcriterionisproposedforthe
nonlinearnetworkedsystemswithdirectedgraph.Then,thesynchronizationproblemforpolynomialnetworkedsystemscanbe
transformedintoasum-of-squaresoptimizationproblem,whichfallswithintheconvexoptimizationframework,yieldingpoly-
nomialLyapunovfunctionsefficientlytorealizetheautomaticsynchronizationverificationinpolynomialtime.Finally,theeffec-
tivenessofthetheoreticalresultsisdemonstratedbyasimulationexample,wherethesynchronizationofLorenzsystemis
achievedbyusingasmallerlowerboundofcouplingstrength.

Keywords:polynomialLyapunovfunctions;synchronizationverification;complexnetworkedsystems;sum-of-squares
optimization
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