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执行器幅值与速率约束下线性系统的事件触发控制
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  摘 要:传统的网络化控制系统中,控制任务通常以周期的方式执行.为了节约网络通信资源,一些学者提出

了事件触发控制.另一方面,由于物理限制或出于安全考虑,几乎所有反馈控制系统都会受到饱和约束.饱和的存在

是系统性能退化甚至不稳定的主要因素.研究了受到执行器幅值与速率饱和约束的线性系统的事件触发控制问题.
首先,一阶系统用来表示执行器的幅值和速率限制.然后,引入了两个推广的扇区条件来处理由饱和引起的死区非

线性.接下来,通过利用Lyapunov稳定性理论,获得了确保闭环系统区域渐近稳定的充分条件.通过限制稳定域的

最小范围,提出了事件触发率的最优化问题.所获得的结果用线性矩阵不等式表示,能够方便地利用 MATLAB中

的LMI工具箱进行求解.最后,数值例子和仿真验证了所得结果的有效性.
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随着计算机技术和网络通信技术的快速发展,工业控制系统发生了重大变革,网络化系统的管理与优化

控制成为重要的研究方向.网络化控制系统是一种空间分布控制系统,其中传感器、控制器和执行器之间通

过网络进行数据传递.相对传统的点对点信息无损的控制系统,基于网络的控制系统具有布线简单、易于安

装与维护、较高的容错与故障诊断能力、可实现数据共享以及企业对系统的远程监控、优化与维护等优点.然
而,通信网络的引入带来了一些新问题,比如:时滞、丢包、量化、错序等[1-2],这将会导致系统性能严重退化,
甚至造成系统崩溃.在网络化控制系统中,数据的采样、处理和传输通常采用时间触发的通信机制.这种时间

触发通信模式意味着网络在每一固定的通信时刻都要传输、接受并处理数据,这将会严重浪费网络带宽资

源,也会增加电池等设备的能耗.事实上,网络的带宽是有限的,网络资源的过分使用将会使得数据包在传输

过程中出现碰撞,从而导致时滞、丢包和错序等现象.近十多年来,一些学者寻求了基于事件触发的通信机

制,其基本思想是设计触发协议保证控制任务按需求执行,从而达到节约网络资源的目的[3-5].
另一方面,几乎所有实际反馈控制系统都会受到执行器的饱和约束[6-7].由于物理限制或出于安全考

虑,执行器传递的信号大小通常有一定限制.例如,比例阀有最大开度值(100%),这限制了输送到被控系统

的流量;功率转换器和放大器的电流和输出电压总是有限的,以免组件损坏.执行器饱和的存在将会使得控

制系统性能恶化,在一些极端情况下会导致闭环系统不稳定.过去几十年内,饱和控制系统的分析、控制及应

用一直都是控制理论与控制工程中的研究热点.然而,需要指出的是,文献中的大多结果主要针对执行器幅

值饱和情形.事实上,执行器速率饱和也常出现在许多系统中[8-10],比如飞行控制系统和风力涡轮机系统[9-10].
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通过利用一阶模型来表示具有幅值和速率饱和的执行器,文献[11]研究了连续线性系统的局部反馈镇定问

题.针对执行器幅值和速率饱和的离散线性系统,文献[12]给出了动态输出反馈控制设计方案.针对执行器

幅值和速率饱和的连续线性系统,文献[13]提出了基于采样数据的控制策略.
许多实际控制系统中,饱和约束和通信网络往往是同时共存的.因此,近十年来,网络化饱和系统的控制

综合问题也受到许多学者的关注[14-15].尤其,为了节约通信网络资源,不少学者研究了基于事件触发协议的

网络化饱和系统的控制综合问题.比如,ZHANG等[16]在静态事件触发协议下研究了具有执行器饱和约束

的连续和离散系统的半全局镇定问题.在静态和动态事件触发协议以及自触发协议下,ZHANG等[17]进一

步研究了执行器饱和连续时间系统的半全局镇定问题.利用局部扇区条件,MOREIRA等[18]基于静态事件

触发协议研究了执行器饱和线性系统的局部状态反馈控制问题,尤其,对于事先给定的稳定域,讨论了降低

事件触发率的优化问题.利用饱和相关的事件触发策略,LI等[19]研究了非对称输入饱和系统的控制综合问

题.然而,需要指出的是,文献[16-20]并没有考虑执行器的速率饱和约束.
基于上面的讨论,本文旨在考虑受到执行器幅值与速率饱和约束的连续线性系统的事件触发控制问题.

类似于文献[11,13],利用一个一阶模型来表示执行器的幅值和速率限制.然后,利用两个推广的局部扇区条

件来处理由饱和引起的死区非线性.接下来,通过进一步利用Lyapunov稳定性理论,获得了确保闭环系统区

域渐近稳定的充分条件.通过限制稳定域的最小范围,也提出了事件触发率的最优化问题.本文获得的结果

用线性矩阵不等式(LMIs)表示,能够方便地利用 MATLAB中的LMI工具箱进行求解.最后,数值例子验证

本文所得结果的有效性.
符号:Rn 表示n维欧几里得空间,P>0(P⩾0)表示P 为对称正定矩阵(对称半正定矩阵),AT 表示矩

阵A 的转置,“*”表示对称矩阵中的对称项,I为单位矩阵.

1 问题描述

考虑下面的线性控制系统:

ẋ(t)=Ax(t)+Bu(t), (1)
其中x(t)∈Rn 表示系统的状态,u(x)∈Rm 表示系统的控制输入,A和B为具有相容维数的已知实常矩阵.
在实际控制系统中,由于物理执行器的限制或者基于安全考虑,执行器往往会受到饱和约束.本文中,同时考

虑了执行器的幅值与速率约束.受到文献[11,13]的启发,这里,执行器用下面的一阶系统来表示:

u̇(l)(t)=satr(l)(-λ(l)u(l)(t)+λ(l)satp(l)(v(l)(t))),l=1,2,…,m, (2)
其中u(l)(t)表示执行器状态,v(l)(t)表示执行器输入,λ(l)为一正常数.系统(2)中,幅值饱和函数satp(l)与

速率饱和函数satr(l)分别定义如下:
satp(l)(w(l))=sign(w(l))min{up(l),|w(l)|},satr(l)(w(l))=sign(w(l))min{ur(l)|w(l)|},

其中up(l)与ur(l)分别表示执行器的幅值饱和水平和速率饱和水平.
注1 一阶系统(2)是经典的具有速度限制的位置反馈型模型,常用来刻画具有幅值饱和与速率饱和的

执行器.由(2)可知,执行器显然满足速率饱和约束.另外,需要指出的是,当常数λ(l)趋于无穷时,执行器u(t)
状态总是满足幅值饱和约束的[8].

本文中,考虑数据通过网络进行传输.尤其,为了节约网络资源,本文采用事件触发策略.对应地,执行器

的控制输入具有下面的形式:

v(tk)=Kxx(tk)+Kuu(tk),t∈ [tk,tk+1), (3)
其中Kx 和Ku 为控制增益矩阵,tk(k=0,1,2,…)为事件触发时刻且规定t0=0.

本文中,事件触发时刻tk(k=1,2,…)由下面的条件给出[18]:

tk+1=min{t|t>tk,δT(t)Ωδδ(t)-zT(t)Ωzz(t)>0}, (4)
其中δ(t)≜z(tk)-z(t),Ωδ 和Ωz 为对称正定矩阵.

定义对角矩阵Λ ≜diag{λ(1),λ(2),…,λ(m)},由式(1)~(3)可得如下闭环系统:

ẋ(t)=Ax(t)+Bu(t),

u̇(t)=satr(-Λu(t)+Λsatp(Kxx(tk)+Kuu(tk))).{ (5)
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  定义增广向量z(t)≜ xT(t) uT(t)[ ] T ∈Rn,其中n≜n+m,并引入记号

A1 ≜
A B
0 0

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,B1 ≜

0
I
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,B2 ≜ 0 -Λ[ ] ,B3 ≜Λ,K ≜ Kx Ku[ ] .

闭环系统(5)则可表示为:

ż(t)=A1z(t)+B1satr(B2z(t)+B3satp(Kz(tk))). (6)

  为了处理执行器的幅值与速率饱和,引入下面的死区函数:

ψp =Kz(tk)-satp(Kz(tk)),

ψr =(B2z(t)+B3Kz(tk)+B3ψp)-satr(B2z(t)+B3Kz(tk)+B3ψp).{ (7)

  注意到δ(t)≜z(tk)-z(t),闭环系统(5)可重新表示为:

ż(t)=(A1+B1B2+B1B3K)z(t)+B1B3Kδ(t)-B1B3ψp -B1ψr. (8)

  本文的主要目的是设计控制输入(3)和触发条件(4)使得闭环系统(8)区域渐近稳定.
引理1[6] 给定两个向量u∈Rm 以及w∈Rm,并记ψ(u)≜u-sat(u).如果|u(l)-w(l)|⩽u(l)(l=1,

2,…,m),则对任意的m×m 正对角矩阵H,下面的扇区条件成立:

ψT(u)H[ψ(u)-w]⩽0.
  为了处理执行器幅值与速率饱和引入的死区非线性,定义新变量

u1(t)≜Kδ(t)+Kz(t),u2(t)≜ (B2+B3K)z(t)+B3Kδ(t)-B3ψp,

w1(t)≜ (K-G1)z(t)+Kδ(t),w2(t)≜ (B2+B3K-G2)z(t)+B3Kδ(t)-B3ψp,
其中G1 和G2 为m×n 矩阵.然后,假设下面的约束条件成立:

|u1(l)(t)-w1(l)(t)|⩽up(l),|u2(l)(t)-w2(l)(t)|⩽ur(l),l=1,2,…,m,t⩾0. (9)
利用引理1,则对任意的m×m 正对角矩阵H1 和H2,下面的扇区条件成立:

-2ψ
T
pH1[ψp -(K-G1)z(t)-Kδ(t)]⩾0, (10)

-2ψ
T
rH2[ψr -(B2+B3K-G1)z(t)-B3Kδ(t)+B3ψp]⩾0. (11)

2 主要结果

为了分析闭环系统(8)的渐近稳定性,选取下面的Lyapunov函数:

V(t)=zT(t)Pz(t),P>0. (12)

  定理1 假定存在n×n的对称正定矩阵X,Ωz 和Ωδ,m×m 的正对角矩阵H1 和H2,m×n的任意矩

阵K,G1 和G2,使得下面的LMIs成立:

Γ1 B1B3K Γ2 Γ3 X

* -Ωδ KT KTBT
3 0

* * -HT
1 -H1 -H1BT

3 0

* * * -HT
2 -H2 0

* * * * -Ωz

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

<0, (13)

u2
p(l)

G1

* XT

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
>0,

u2
r(l)

G2

* XT

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
>0,l=1,2,…,m, (14)

其中
Γ1=(A+B1B2)XT+X(A+B1B2)T+B1B3K+KT(B1B3)T,

Γ2=-B1B3HT
1 +KT-GT

1,Γ3=-B1HT
2 +XBT

2 +KTBT
3 -GT

2.
那么,线性系统(1)在控制输入(3)和事件触发条件(4)下可实现区域镇定.对应地,集合ε(P)={z(t)∈Rn,

zT(t)Pz(t)⩽1}为稳定域,控制器增益矩阵和事件触发条件中的参数可分别由K ≜KX-T 和Ωz ≜Ω-1
z ,

Ωδ ≜X-1ΩδX-T 给出.
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证明 让Lyapunov函数V(t)关于时间t求导,并利用(8)可得:

V̇(t)=2zT(t)P(A1+B1B2+B1B3K)z(t)+2zT(t)P×B1B3Kδ(t)-
2zT(t)PB1B3ψp -2zT(t)PB1ψr. (15)

  由事件触发条件(3)可知,当t∈[tk,tk+1)时,下面的不等式成立:

zT(t)Ωzz(t)-δT(t)Ωδδ(t)⩾0. (16)

  将不等式(11)、(12)和(18)的左侧添加到V̇(t)中,则可得:

V̇(t)⩽2zT(t)P(A1+B1B2+B1B3K)z(t)+2zT(t)PB1B3Kδ(t)-2zT(t)PB1B3ψp -
2zT(t)PB1ψr -2ψT

pH1[ψp -(K-G1)z(t)-Kδ(t)]-2ψT
rH2[ψr -(B2+B3K-

G2)z(t)-B3Kδ(t)+B3ψp]+zT(t)Ωzz(t)-δT(t)Ωδδ(t)=ξT(t)Ξξ(t), (17)
其中ξ(t)≜ zT(t)δT(t) ψT

p ψT
r[ ] T,以及

Ξ=

Γ1Ωz PB1B3K Γ2 Γ3

* -Ωδ KTHT
1 KTBT

3HT
2

* * -H1-HT
1 -BT

3HT
2

* * * -H2-HT
2

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,

Γ1=P(A1+B1B2)+(A1+B1B2)TP+PB1B3K+(B1B3K)TP,

Γ2=-PB1B3+KTHT
1 -GT

1HT
1,Γ3=-PB1+BT

2HT
2 +KTBT

3HT
2 -GT

2HT
2.

  假定矩阵不等式Ξ<0成立,则由(17)可得V̇ <0.与此同时,假设

(1/u2
p(l)
)GT

1(l)G1(l)⩽P,(1/u2
r(l))GT

2(l)G2(l)⩽P,l=1,2,…,m. (18)

  注意到V̇(t)<0,并利用式(18),则可进一步得到如下不等式:

|u1(l)-w1(l)|=zT(t)GT
1(l)G1(l)z(t)⩽u2

p(l)V(t)⩽u
2
p(l)V(0),l=1,2,…,m, (19)

|u2(l)-w2(l)|=zT(t)GT
2(l)G2(l)z(t)⩽u2

r(l)V(t)⩽u
2
r(l)V(0),l=1,2,…,m. (20)

  对任意始于集合ε(P)≜{z(t)∈Rn,zTPz(t)⩽1}的初始条件z(0),由式(19)和(20)可以看出,系统

的状态轨迹满足约束条件(9).进一步地,由 V̇(t)<0可知,闭环系统(8)是区域渐近稳定的,且ε(P)≜
{z(t)∈Rn,zT(t)Pz(t)⩽1}为系统的稳定域.

接下来,将证明矩阵不等式Ξ<0以及式(18)中不等式成立.定义如下变量:

P≜X-1,K ≜KX-T,G1 ≜G1X-T,G2 ≜G2X-T,

H1 ≜H-1
1 ,H2 ≜H-1

2 ,Ωz ≜Ω-1
z ,Ωδ ≜X-1ΩδX-T.{ (21)

  对LMI(14)左端乘以diag{X-1,X-1,H-1
1 ,H-1

2 ,I},右端乘以其转置,并利用式(21)和Schur补,则可得

不等式Ξ<0.同理,对式(14)中的LMIs左端乘以diag{1,X-1},右端乘以其转置,再次利用(21)和Schur
补,则可容易得到(18)中矩阵不等式.证毕.

在保证闭环系统(8)渐近稳定的同时,考虑尽可能降低事件触发次数以达到节约网络资源的目的.如文

献[18]在设计事件触发策略时让Ωδ 选取的尽可能“小”,Ωz 尽可能地“大”.为了获得对应的优化问题,引入

下面的矩阵不等式:

Ωδ =X-1ΩδX-T ⩽Ω̂δ(̂Ωδ >0). (22)

注意到XTΩ-1
δ X⩾Ω̂-1

δ 和(X-αΩδ)TΩ-1(X-αΩδ)⩾0,其中α为一常数,容易证明上面的矩阵不等式可

由下面的LMI确保:

Ω̂δ I

* α(X+XT)-α2Ωδ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
⩾0. (23)

  为了优化事件触发次数,选取集合ε(P0)={z(t)∈Rn;zT(t)P0z(t)⩽1,P0 >0}使得ε(P0)⊂
ε(X-1).注意到ε(P0)⊂ε(X-1)可由X >P-1

0 确保,则可得下面的优化问题:

问题1 min
X,Ωz,Ωδ,H1,H2,G1,G2,K ,̂Ωδ

trace(Ωz +Ω̂δ),s.t.,LMIs(13)~ (14)和(23)成立,X-P-1
0 >0.
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  注2 在对事件触发率进行优化时,需要规定最小容许的稳定域ε(P0),否则的话,将会得到非常小的稳

定域.事实上,在事件触发机制下对执行器饱和约束系统进行控制设计时,不仅要关注事件触发率,还需要同

时考虑系统的稳定域.
注3 在文献[18]中,作者研究了执行器幅值饱和下的事件触发控制问题.相对于文献[18],本文同时考

虑了执行器的幅值饱和与速率饱和.事实上,执行器速率限制经常出现在许多工程系统中,比如飞行控制系

统和风力涡轮机系统等.此外,经济系统控制中,经济政策的调整也不可能变化太快.因此,本文结果是现有

结果的重要补充.
注4 在文献[18]中,作者提出的最优化问题的目标函数为trace(Ωz+Ωδ).注意到Ωδ=XΩδXT,显然,

trace(Ωδ)的最小化并不能确保trace(Ωδ)的最小化.因此,文献[18]提出的关于事件触发率的优化问题具

有一定的限制.本文中,选取trace(Ωδ)的上界trace(̂Ωδ)进行优化,且在式(23)中引入调整参数,这将会增

加灵活性.

3 数值例子

例1 考虑系统(1)和(2),对应参数选取如下:

A=
1 1.5
0.3 -2
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,B=

10
1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,λ(l)=20,ur(l)=up(l)=5.

  选取P0=I和α=0.1,并求解最优化问题,则可得到下面的参数:

K= -0.3486 -0.1089 -0.0216[ ] ,Ωz =
0.4940 -0.0670 0.0998
-0.0670 0.9250 0.0491
0.0998 0.0491 1.3340

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,

Ωδ =
1.1432 0.3573 0.0709
0.3573 0.1117 0.0222
0.0709 0.0222 0.0044

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

,P=
0.2078 0.0274 0.2355
0.0274 0.2297 0.0747
0.2355 0.0747 0.7728

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
.

  数值仿真中,选取初始条件z(0)= -1 -0.3 -0.7[ ] T ∈ε(P).利用上面所得设计的参数,分别画

出了时间间隔[0,3]内的状态响应,执行器状态和输入以及事件触发时刻,如图1~3所示.对于这个例子,容
易验证开环系统是不稳定的.由图1可知,在本文的控制策略下,闭环系统可以实现镇定.图2表明执行器的

速率是受到饱和约束的.此外,由图2可以看出在时间区间[0,3]内,事件仅触发12次,这表明基于事件触发

机制的策略能够有效降低数据传输频率,从而达到节约网络通信资源的目的.

当执行器不存在饱和约束时,利用上面的设计参数,在图4中画出了闭环系统的状态响应.数值仿真中,
事件触发次数并没有改变.然而由图4可以看出,系统的超调量减小,收敛速度更快.这表明执行器饱和会造
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成闭环系统的性能退化.

注5 在数值计算中,LMI(23)中的调整参数α扮演着重要角色.通过选取不同的α,会得到不同的事件

触发次数和不同的稳定域.比如,当α分别选取为0.50、0.10和0.01时,时间区间[0,3]内的事件触发次数分

别为10次、12次和14次.然而,需要指出的是α 为0.50时对应的稳定域最小,α 为0.01时对应的稳定域

最大.

4 结 论

本文研究了受到执行器幅值与速率饱和约束的线性系统的事件触发控制问题.首先,用一阶系统来表示

执行器的幅值和速率限制.然后,通过利用推广的局部扇区条件和Lyapunov稳定性理论,建立了LMIs表示

的确保闭环系统区域渐近稳定的充分条件.为了降低事件触发次数,通过限制稳定域的最小范围,提出了事

件触发率的最优化问题.最后,数值例子和仿真验证了本文所获得结果的有效性.作为后续的研究,将考虑动

态事件触发协议和基于采样的事件触发协议下的控制综合问题.此外,在设计控制输入时,拟考虑系统状态

和执行器状态触发时刻不同的情形.
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Event-triggeredcontrolforlinearsystemsunderactuatoramplitudeandrateconstraints

JiaJinze1,ChenYonggang2a,b,BaiYuanyuan2a

(1.SchoolofManagement,HenanInstituteofTechnology,Xinxiang453003,China;2.a.SchoolofMathematicalSciences;

b.HenanEngineeringandTechnologyResearchCenterofDigitalAgriculture,HenanInstituteof

ScienceandTechnology,Xinxiang453003,China)

  Abstract:Intraditionalnetworkedcontrolsystems,controltasksareusuallyexecutedinaperiodicway.Ontheother
hand,duetophysicalconstraintsorforsecurityconsiderations,almostallfeedbackcontrolsystemsaresubjecttosaturation
constraints.Theexistenceofsaturationsisthemainfactorofsystemperformancedegradationandeveninstability.Thispaper
investigatestheevent-triggeredcontrolproblemforlinearsystemssubjecttosaturationconstraintsofactuatoramplitudeand
rate.Firstly,thefirst-ordersystemsareutilizedtorepresenttheactuatoramplitudeandrateconstraints.Then,twogeneralized
sectorconditionsareintroducedtodealwiththedead-zonenonlinearitiesinducedbysaturations.Next,byutilizingLyapunov
stabilitytheory,asufficientconditionisobtainedtoensuretheregionalasymptoticstabilityoftheclosed-loopsystems.Theop-
timizationproblemofevent-triggeringrateisproposedbyrestrictingtheminimumrangeofthestabilityregion.Theresultob-
tainedinthispaperisexpressedbylinearmatrixinequalities,whichcanbeconvenientlysolvedbyusingtheLMItoolboxin
Matlab.Finally,numericalexamplesandsimulationsverifytheeffectivenessoftheobtainedresult.

Keywords:linearsystems;event-triggeredcontrol;amplitudeconstraints;rateconstraint
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