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一 类多乘积优化问题求解的新方法 

张永红，陈永强，毋晓迪 

(河南师范大学 数学与信息科学学院，河南 新乡 453007) 

摘 要 ：利用所考虑问题的结构特点，提出一种新的线性化方法．该方法利用函数的二阶导数信息，线性化过 

程更为直接．为改善算法收敛速度，提出一个新的区域缩减准则．理论上证明了算法的收敛性 ，数值算例表明算法是 

有效可行的． 
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本文考虑如下多乘积约束优化问题 ： 

f mln l 

l s．t． 
(P) 

II(c五z+d∞) 

Ax < b， 

k 

(f z+ ) ， 一 1，2，⋯ ，P， 

X。一 { ∈ R I Z。二三三 。)， 

其 中 k三三=2，b E R ，A E R ，c E R ，d ∈ R， E R， > 0，且对于所有 z E X。，有 c T +d，， 0， 

i一 1，2，⋯ ，k， 一 0，1，⋯ ，P． 

由于在微观经济、金融优化等领域，线性多乘积问题有广泛应用，所以针对多乘积问题的求解，人们已经 

提出很多算法[1 ]．但对于本文所考虑问题(P)，求解方法 并不多．当问题(P)中目标函数是线性函数，且 k 

一 2时，文献[7]提出了一种算法．文献[8]提出一种分支定界方法，该方法需要引进新变量．文献[9]给出一 

种区域删除准则与分支定界技巧相结合的方法．本文充分考虑问题的结构特点，利用函数的二阶导数信息， 

给出一种新的线性松弛化方法．在此基础上，构造了求解问题(P)的分支定界方法．与文献[7—9]方法相比， 

本文不需要引进新的变量，推广了他们所考虑问题的模型，并提出了一个新的区域缩减准则．理论上证明了 

算法的收敛性．数值算例也表明算法是有效可行的． 

1 线性化技巧 

利用对数函数性质知问题(P)等价于如下问题： 

(EP) 

h』(z)：∑ln(cSx+d ) In ， 一1，⋯，P， 
= 1 

X。==={z E R I l。 X )． 
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显然问题(P)与(EP)具有相同的最优解，因此为求解问题(P)，可转化为求其等价问题(EP)．故以下仅考虑 

假定 X— Ex， ]表示初始盒子或由算法产生的子盒子．为表述方便，引入以下记号： 

a —
l (
x-[-x),diag(xl,'",x．) -= ．

z  

问题，其最优值可为(EP)在 X上的最优值提供下界．为此我们提出一个新的线性松弛技巧，具体过程如下． 

考虑约束函数 Ĵ(z)一∑ln(c z+ d)( 一0，1，⋯， )．利用对数函数性质，可得h』( )的梯度及海森 

h。(z)一 

! 一_ ．堕 + ⋯ 一_ ! 
c z I-d1 cT2Jz+ d2J ‘ 。c z + d 

—  l_ 一 一_—  f_ 一  ⋯ + —  l_ 一  

c己z+d1 。c z+d2J‘ ‘c z+d 

一 ，⋯， CJ， 

V Zhi(z)：==C~diag 寻 ，⋯， 寻 
由此可知 ， 

II (z)II=II diag( 南 ，⋯， 南 )CJ II三三三II CJ II m≤ ax 南 ． 
记E (z)===c知+d 一∑c X +d ，i=：=1，2，⋯，愚，J—o，1，⋯，P． 

令 表示E ( )在x上的下界，则有 一 min{ 苎t， )+d ·令_J—II CJ II。理凳爵1+0·1，则对 

所有z∈x，有 II (z)ll<_J， 一0，1，⋯， 由此可知， II z II + (z)是一凸函数，于是 ( )可 

表示为两个凸函数之差，即 

(z)一 ( )一丢 II II。， (1) 

其中 (z)一丢 II z II + ，( )．对于(1)中的函数 (z)，利用凸函数的性质，有 
( ) ( id)+ ( id) (z—z id)一 (z，X，X id)． (2) 

另外，对于 V X ∈[_f，X—t]，易知(兰 + ) 一
一

X tX一  z  
．进而有∑(( + )z 一X—tZ一 )三三=lI z lI ．又因为 

， > 0，所以 

el(x)==：告 ∑((兰 + )z 一 ) 軎 lI II 
f= 1 ， ．一 

由(1)、(2)和(3)可得 

t  h (z，X，X id)： (z，X，z id)一 (z) h (z)． 

另一方面，因为 Il z lI 是一凸函数，所以有 ， 

ll ll 2x z Id— ll X id ll 一∥z( ，X， id)． 

由(1)和(5)式及 ，> 0知 
1 

hJ(z) ( )一 百1-̂-J Jl(z，X，z id)一 (z，X ，z |d)． 

综上有 

(3) 

(4) 

(5) 
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h ( ，X ，X id) J( )  ̂( ， ，X id)． 

由此可得问题(EP)在 X上的线性松弛规划问题 

fmin lo(x,X,X~d)， 

(LRP){ L Â x( ~，b，,X i ) In ， 一1，2，⋯， ，． I  ̂( ，， id) ， 一，，⋯，p， 
【 z∈x． 

定理 1 对所有 ∈X，考虑函数h (z)，h (z，X，X a)及 ( ，X，z a)，J一0，1，⋯， ．则有如下结论 

成立 ： 

一

lim
． maxA)(z，X，zmid)= 一lim maxAy(z，x， id)=0， ll；

一zlj-．0 xEX II； U—O ∈X 

其中 ( ，X，X id)：hJ(z)一h；(z，X， id)，A (z，X；xmid)一h ( ，X，z id)一h ( )． 

证明 因为 

( ，X， id)=hJ( )一h；( ，X，z id) ( hJ( )一V J(z Id)) ( —X id)+寺 ll 一x II 

2 ll 一z ll lI z—z 。a lj+寺 ll x—x ll 号 II x—x II ， 

其中 是满足h (z)一hJ( mid)一 hJ( ) r(z— |d)的常向量，所以有
一lim maxAJ(z，X， mid)一0． 
 ̈ — z ¨—+u xt ^ 

另一方面 ，因为 

( ，x， )一号 (ff 『l。一2 Tz a+fI z a )一丢 fI X--Xmid 丢 if 一墨 ， 
所以 lim maxA~( ，X， mid)一0，即证． 

¨㈩ lI zt ^ 

定理 1说明随着盒子无限减小 ，h (z，X，X ia)和 h (z，X，X a)可以无限逼近 h ( )． 

为提高算法的收敛速度，本文提出一个区域缩减技巧，通过使用该技巧，可以删除一些不可能包含全局 

最优解的区域． 

令 UB分别表示问题(EP)已知的当前最好上界，Z 表示问题(EP)的最优值．令X—Ix， ]为X。的任 

意子长方体．令 

一 ( (Xmid 一号 互+ ， 1，2，⋯， 

T一 。(z )一 。( id) z ta+告 ∑圣，x ． 

定理2 对任一矩形 X一 (X ) X。，其中 X 一 Ix ，x ]．令 

— UB一 ∑ min{ 互 ， )一T，s：：：1，2，⋯， ． 

如果存在某个指标 s∈ {1，2，⋯， )使得 >0且 < ，则问题(EP)在 x 上无全局最优解；如果 

存在某个指标 s∈ (1，2，⋯， }使得 < 0且ps< §，则问题(EP)在 X。上无全局最优解，其中 

fXt， t≠ s， 

x 一‘x 1 x'其中x 一1( ,xs]n X ， 一 ， 
fX ， t≠ s， 

x。一‘x 1 x’其中x ：==1[圣， )n x ，t ． 
证明 首先，证明对于所有 x∈X ，有 h。( )> UB．考虑 X的第s个分量z ，显然有 

< x ． 

注意到 > o，由 的定义及上述不等式可得 
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UB< ∑ min{fl,x ，p,x一 )+ +T ∑ z + (z i )一 
t— l’f≠ s f— l 

。(x~id) z 。a+告 。∑兰 x =：=̂6( ，X， id)． 

对所有z E X ，因为 Z UB<h6(z，X，X ia) h。( )，所以在X 上不可能 有问题(EP)的全局最优解． 

对所有 X E X ，若存在某个 s使得 < 0且P < psm ，类似讨论可知，在 X。上不可能有问题(EP)的 

全局最优解． 

2 算法及数值算例 

在前文基础上，本节给出求解问题(EP)的全局优化算法．在算法中，假定在第 k次迭代时，Q 表示由活 

动节点(即可能存在全局解的子长方体)构成的集合．对每一个节点X∈ ，求解线性规划(LRP)的最优值 

LB(X)，令 (EP)的全局最优值的下界为LB =：=min{LB(X)，V X E )．对 V X E ，若(LRP)的最优解 

对(EP)是可行的，则更新(EP)的上界(若需要)．选定一具有最大下界的活动节点，将其分成两部分，对每个 

新的节点求其相应的解，重复这一过程直到满足收敛条件为止． 

下面给出算法的具体描述．假定在第 k次迭代中，LB ，UB 分别表示(EP)最优值的下界和上界． 

步骤O 选取e 0．令 Q。一 {X。)，UB。一 。。．利用区域缩减准则缩减盒子 X。．若 X。≠ ，求解问题 

LRP(X。)，设其最优解和最优值分别为z。和LB(X。)．令LB。一LB(x。)，若z。是(EP)的可行解，则算法停 

止，即z。是原问题(P)的最优解．否则，若 X。一声，则算法停止，问题(P)无解． 

步骤 k k 1． 

步 1 置UB 一UB 一1．沿 X 一1的最长边将其剖分为子矩形x ，x“ ．令 F：=：F U{X 一 

1)． 

步骤 2 对于子矩形 X 和Xh ，利用区域缩减准则对其进行缩减．确定问题(LRP)在矩形X—X 

的最优值 LB(Xb )及最优解 zb ，其中t一 1，2．如果可能，则修正上界 

UB 一 min{UB ，h0( “))， 

并令 表示满足UB 一h。( “)的点． 

步骤 3 如果 UB LB(X )，则令 

F：=：F U {X }． 

步骤 七4 令 

F— F U {X ∈ Q 一1 I UB LB(X)}． 

步骤 七5 令 

Q 一 {X I X ∈ (Q U {X ，X 。))，X 硭 F)． 

步骤 七6 置 

LB 一 min{LB(X)I X ∈ Q女)， 

并令 X ∈ 为满足LB 一LB(X )的矩形．如果 UB 一LB e，则算法停止．X 是问题(P)全局 最优 

解．否则 ，置 k一 是+1，并转步骤 忌． 

下面定理给出了算法的全局收敛性． 

定理 3 (a)如果算法有限步终止，则当算法终止时， 是问题(P)的全局 最优解． 

(b)如果算法无限步终止，则算法将产生一无穷可行解序列{ )，该序列的任一聚点为问题(P)的全 

局最优解． 

证明 (a)如果算法有限步终止，则算法必终止于某一步 k(忌2 O)．当算法终止时，有 

UB 一̂ LB N ∈． 

由步骤 0和步骤 是3(忌 1)知，上式意味着 

UB 一f(x ) f． 
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记 为问题(P)的最优值，则由前文知 
LIB ． 

因为 是问题(P)的可行解 ，所以有 

f(x ) ． 

综上可知， 

UB  ̂ f(x )+E +E． 

从而有 

73一f f(x ) ， 

即证结论(a)成立． 

(b)当算法无限步终止时，令{ )为算法产生一无穷可行解序列，设 z 是它的一个聚点．由于{ )是 

有界序列，所以存在子序列{z }收敛到 ．由算法知，UB 是单调减有界序列，LB 是单调增有界序列，所 

以 

limUB 一 lira UB ，limLB 一
．

1ira LB 
。

． 

一 。。 一 。。 一 ∞  ̂一 。。 

不失一般性，假定序列 x )对应的序列{X )满足 

X q 三 X q，q一 1，2，⋯ ． 

由于矩形二分法是穷举的，所以有 

lim X q— z ． 
qu’。。 

从而，根据定理 1知， 

limUB^一 lira UB^ 一 limLB 一 lim LB 一 ho(z )， 
一 。 。 一 。 。 q 一̂ 。o 一 。。 

即 lz 是问题(EP)的全局最优解．再由(EP)和(P)的等价性即知 z 也是问题(P)的全局最优解． 

为了验证本文方法的可行性，下面给出几个数值算例．算法终止误差取 e一10一，计算结果见表 1． 

表 1 数值计算结果 

例 2 

例 3 

例 4 

min 一 4x1— 5x2， ‘ 

s．t． z1一 z2 0，X1。一X2 3，X1z2 2，0．1 zl 3．7，0．1 X2=三三1． 

min 一 6xl— X2， 

S．t． 一 2x1+ X2 0， 1+ z2 8，X1z2( 1+X2) 65，z1z2(2z1一 z2)三三三10， 

1 zl 2．5，1 z2 4．2． 

rain (2x1+ z2+ 1)(0．5xl+ 2x2+ 1)， 

S．t． ( 1+ 2x2+ 1)(2x1+ 2x2+ 1) 2．5， 

(1．5x1+ 2x2+ 1)(2x1+ 2x2+ 1) 2．5， 

0．1 z1 3，0．5 z2 3． 

min (z1+ X2+ 1)(2x1+ 2+ 1)(z1+ 2x2+ 1)， 

s．t． (z1+ 2x2+ 1)(2x1+ 2x2+ 2)(z1+ z2+ 1) 80， 
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A New M ethod for Solving a Class of M ultiplicative Programming 

ZHANG Yonghong。CHEN Yongqiang，W U Xiaodi 

(College of M athematics and Information Science，Henan Normal University，Xinxiang 453007，China) 

Abstract：By using the characteristics of the problem considered in this paper，a new linearization method is presented． 

This method utilizes the information of second derivative，which makes it more directly．Convergence of the algorithm is estab— 

lished and numerical results are given to show the feasibility and effectiveness． 

Keywords：global optimization；branch and bound；linearrelaxation；multiplicative constraints；region reducing 


