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4团簇奇异态的移动特性
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摘 要:奇异态是一种包含同步振子区域和非同步振子区域的时空动力学行为,因其对初始条件的敏感性和

“存活时间”较短而难以被捕捉到.在本文中,采用随机的初始条件,合适的耦合范围和相移参数,在非局域相位耦合

振子系统中发现了缓慢移动的4团簇奇异态.并且同步团簇的移动速度随着系统尺寸的增加呈指数减小的趋势,最
后达到稳定的4团簇奇异态.最后,使用Ott-Antonsen分析方法,再现了移动4团簇奇异态的时空动力学行为.
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耦合振子同步动力学是非线性动力学的重要问题.它与自组织行为和生物功能的产生机制有关.其中,
在系统走向同步的过程中发现了丰富的动力学特性.如:爆发式同步[1-3]、斑图[4-5]和空间相干和非相干的共

存态[6].此态因其外貌类似将古希腊神话中不同生物组织的不同部位组合在一起而命名它为“奇异态”[7].迄
今为止,借助光振子[8]、化学振子[9-10]和电子电路[11]等实验对奇异态大量的探索与研究,以挖掘奇异态在实

际应用[12-13]中的潜能.起初,学者们认为奇异态只存在于非局域耦合系统中[14-29],但最近许多研究表明奇

异态同样存在于全局耦合系统[10.30-31]和局域耦合系统中[32-36].
奇异态是去同步转向完全同步的过渡态,常出现在空间均匀的系统中.理论[15]和实验[16]证实了其寿命

随系统尺寸增大呈指数增长趋势.由于自然系统中系统尺寸是有限的,因此可以观察到奇异态的各种空间

特征,例如:移动奇异态[19,36]、呼吸奇异态[21,24,37-38]旋转螺旋波奇异态[23,33]和不完全移动奇异态[35].此外,
奇异态可能与完全同步共存导致奇异态的观察总是受到初始条件的影响.因此,在非局域耦合振荡器中,奇
异态的存在强烈依赖于耦合核函数和初始条件.例如,Abrams等人[6]在高斯型初始条件下发现了具有余弦

核的传统单簇奇异态.采用对称高斯型初始条件,在耦合振荡器中观察到2团簇奇异态[14].利用吸引域的稳

定性[38]可以有效地测量与同步状态共存的奇异状态的鲁棒性,但获得稳定的奇异态仍然是一个重要的课

题.目前为止,许多关于获得稳定奇异态方法已被提出:通过向耦合系统[17]添加外部驱动力或引入延时机

制[25,40]获得稳定的4团簇奇异态;在耦合极限环[25]和FitzHugh-Nagumo(FHN)振子[41-43]中提出共轭变

量耦合方案;选择合适的相互作用网络耦合结构和指数初始条件[27];构建含有特殊固有频率分布的纯局域

耦合振子系统等方案.这些都可以观察到稳定的多团簇奇异态.在本文中,建立了无延迟非局域耦合的全同

Kuramoto振子系统,并且得到了与初始条件无关的4团簇奇异态.然而,4团簇奇异态的传播速度较慢,这
与上述文献中观察到的大多数奇异态相似.缓慢移动的特点预计与系统大小有关.为了明确系统尺寸对奇异

态的影响,研究了非局域耦合振子环中4团簇奇异态的稳定性.结果表明,随着系统尺寸的增大,系统的移动

速度呈指数级下降.这表明4团簇奇异态在热力学极限下是稳定的.最后在Ott-Antosen分析方法的帮助下,
与数值模拟结果进行了比较.

1 模型简介

本研究中一维非局域耦合振子系统方程为
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θ̇(x,t)=ω0-∫
π

-π
G(x-y)sin(θ(x,t)-θ(y,t)+α)dy, (1)

其中,θ(x,t)表示t时刻位于x点出的振子的相位,x∈[-π,π].一般来说,固有频率ω0设置为0,相移参数

α取值为[0,π/2].在周期性边界条件下,引入一个非负的,对称的偶函数[17,21]G(x)=
(2πr)-1,x⩽πr
0,x>πr{ ,其

中,r∈(0,1]表示耦合范围.接着,对x进行离散化处理xi= (2i-1)π/N(i=1,…,N).(1)式可以离散化为

θ̇(t)=ω-
1
2R∑

i+R

j=i-R
sin(θi(t)-θj(t)+α), (2)

其中,R=
Nr
2
,θi(t)≡θ(xi,t).为了研究同步动力学行为,引入复序参量|Y(x,t)|e

iΘ(x,t)
=∫

π

-π
G(x-y)

eiθ
(y,t)dy,其中,序参量|Y(x,t)|表示振子的同步程度,序参量Θ(x,t)表示局域平均相位.当|Y(x,t)|=

1时,系统中所有振子处于完全同步的状态;当|Y(x,t)|=0时,系统中所有振子处于完全非同步的状态.在
奇异态系统中,相干振子的|Y(x,t)|大于非相干振子的|Y(x,t)|.

2 数值模拟

系统尺寸N=500,耦合范围r=0.18,相移参数α=1.54,固定步长dt=0.02,且初始条件θ(x,0)均匀随

机分布在[0,2π]之间,采用4阶Runge-Kutta算法对(3)式进行数值模拟.从图1(a)中可以看到4个被非相

干态分隔开的同步团簇,即4团簇奇异态.在同一个团簇上的振子同相,位于相邻团簇上的振子互相反相,与
此同时,非相干态的振子均处于去同步状态.为了更好地分析奇异态的时空动力学行为,计算了了相位θ(x,

t),瞬时角速度θ̇和局域平均场量|Y(x,t)|的时空分布图,如图1(c-e)所示.从图1(c)可以看出,系统中存

在4个同步区域,在每一个同步区域上的振子含有相同的瞬时频率,对应着图1(d)中的位置.图1(b)表明了

同步区域中的振子的图1(e)表明同步区域的振子的|Y(x,t)|大于非相干区域振子的|Y(x,t)|.图1结果表

明4团簇奇异态满足经典奇异态的特点,且4团簇的状态似乎比较稳定.
此外,为了探究耦合范围和相移参数对4团簇奇异态的稳定性的影响,通过改变这2个参数,观察不同

参数下系统的表现形式.结果表明:当α<1.48时,此时,奇异态失去了稳定性,此时系统主要形式是伸展态,
如图2(b)所示;当α从1.50增长到1.54,r∈(0.15,0.25)时,系统得主要形式是4团簇奇异态.另外,还发现

了2团簇奇异态,其参数空间分布在α∈(1.50,1.56),如图2(c)所示.
但是,仔细观察4团簇奇异态的时空斑图时发现同步团簇中的振子的位置随着时间的变化发生了偏移.

为了探究同步振子位置偏移的原因,改变系统尺寸N,在较长的演化时间内,观察同步振子位置偏移的变化

量.如图3所示.随着尺寸的增加,同步振子的偏移速度在逐渐较小,因此可以断定同步振子位置偏移速度与

尺寸相关.为了定量描述二者之间的关系,引入变量Δ 表示同步振子的平均移动速度,其定义为Δ=(Xf-
Xo)/T,Xf和Xo 分别表示同一个同步团簇中心振子的截止位置和起点位置,T 表示从起点出发到截止点

所经历的时间.计算结果如图4(a)所示,Δ~e-0.004N.随着系统尺寸的增加,同步振子的移动速度呈指数趋势

衰减,当达到热力学极限(N→∞)时,系统呈现稳定的4团簇奇异态.此外,当固定系统尺寸,改变相移参数α
和耦合范围参数r时,同步团簇中振子的移动速度几乎不变且二者相等,如图4(b)和4(c)所示.

3 分 析

为了进一步理解数值模拟的结果,使用Ott-Antosen[44-46]方法进行理论分析.引入概率密度函数f(x,
ω,θ,t),其满足方程[44]

∂f
∂t+

∂(fv)
∂θ =0, (3)

其中,

v=ω-∫
π

-π∫
π

-π
G(x-y)sin(θ-θ'+β)f(y,θ',t)dθ'dy. (4)
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且θ∶=θ(x),θ'∶=θ(y),所以局域复序参量可以重新定义为

Y=∫
π

-π∫
π

-π
G(x-y)eiθ'f(y,θ',t)dθ'dy, (5)

从而(4)式可以化简为

v=ω-
i
2
(Y*ei

(θ+α)+Ye-i(θ+α)), (6)

Y*表示Y 的复共轭形式.正如前面所述,所有振子含有相同的固有频率(ω=0).

根据Ott-Antosen得

f(x,ω,θ,t)=
1
2π
(1+∑

∞

n=1
((a(x,t)eiθ)n +c.c.)), (7)
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将(6)和(7)代入到(3)和(5)式中得

∂a(x,t)
∂t =

1
2
(Y*eiα -Ya2e-iα), (8)

Y=∫
π

-π
G(x-y)a*(y,t)dy, (9)

通过对(8~9)式进行大量的数值模拟得到|Y|和Θ(x)的时间演化等值图(图5).从图5中可以看到4个同

步区域,图1的核心性质得到重现.

4 结 论

本文研究了一维非局域耦合全同Kuramoto振子系统中4团簇奇异态的时空动力学行为.4团簇奇异态

呈现了3个特点:1)同一个相干团簇中的振子同相,相邻相干团簇中的振子反相.这个特点契合了经典奇异

态的相位特点.2)在小尺寸系统中,4团簇奇异态中的同步振子的位置会随着时间偏移,通过增加系统尺寸
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和时间间隔,计算不同系统尺寸下同步振子的平均移动速度,发现同步振子的偏移是由尺寸效应引起的,且
同步振子的平均移动速度与系统尺寸满足Δ~e-0.004N,即同步振子的偏移会在热力学极限(N→∞)消失,从
而达到稳定状态.3)通过分别改变耦合范围参数和相移参数,系统呈现出丰富的动力学行为,如伸展态,2团

簇奇异态等.除此之外,使用Ott-Antosen分析方法对4团簇奇异态动力学特点进行了较好的复现和验证.
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Travelingperformancesoffour-clusterChimerastates
ZhuYun,HuangJingxiong,XieChen,LiuWeiqing

(SchoolofScience,JiangxiUniversityofScienceandTechnology,Ganzhou341000,China)

Abstract:Chimerastates,coexistenceofspatiallyseparatedcoherentandincoherentmotion,exhibitshortlifetimeorin-
itialconditiondependentcharacteristicsinnon-locallycoupledidenticalcoupledoscillators,whichmakesitdifficulttoobserve.
Herewefoundakindofslowlytravelingfour-clusterchimerastateinnon-locallycoupledoscillatorswithproperparametersof
couplingrangeandinitialphaselag.Thespeedofthetravelingfour-clusterchimerastateexponentiallydecreasestotheincre-
mentofsystemsizewhichleadtoalmoststablefour-clusterchimerastateforlargesystemsize.Theanalyticalresultsbasedon
theOtt-Antonsenmethodverifiedthenumericalresultswell.Moreover,akindsofsplaystateisobservedastheChimerastate
loseitsstability.

Keywords:Chimerastate;non-local;synchronization;coupledoscillator;nonlineardynamics
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