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求解一类 Minimax分式优化问题的几何规划方法

申培萍,王亚飞,吴殿晓

(华北水利水电大学 数学与统计学院,郑州450046)

摘 要:研究了一类 Minimax分式规划问题(MFP).首先通过引进变量,将问题(MFP)等价转化为问题

(EP1),其次,再将问题(EP1)中的约束函数整理成正项式的形式,然后,利用特殊不等式的性质将问题(EP1)转化为

易于求解的几何规划问题(GP),通过求解一系列(GP)问题获得原问题的最优解,最后,给出求解问题(MFP)的迭

代算法以及算法的收敛性分析,数值结果表明了算法的有效性.
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考虑如下一类 Minimax分式规划问题:

(MFP):
minmax

n1(x)
d1(x)

,
n2(x)
d2(x)

,…,
np(x)
dp
(x){ },

s.t. x∈X ={x∈R+
n |ψm(x)⩽1,m=1,2,…,l},

ì

î

í

ï
ï

ïï

其中,

nj(x)=∑
T1j

t=1
αjt∏

n

i=1
xρ1jti

i ,j=1,2,…,p,

dj(x)=∑
T2j

t=1
βjt∏

n

i=1
xρ2jti

i ,j=1,2,…,p,

ψm(x)=∑
T3m

t=1
γmt∏

n

i=1
xρ3mti

i ,m=1,2,…,l.

αjt,βjt,γmt,ρ
1
jti
,ρ
2
jti
,ρ
3
mti 均为任意实数,T1

j,T2
j,T3

m 均为任意正整数.本文假设问题(MFP)的可行域X 有

界,且目标函数中的nj(x)⩾0,dj(x)>0,∀x ∈X,j=1,2,…,p.
众所周知,(MFP)问题是一类特殊的分式规划问题,该问题被广泛应用于电子电路设计[1]、信号处

理[2]、衡量系统效率[3]等领域.由于存在多个局部最优解,所以(MFP)问题是NP-难问题,这给它的求解带来

了一定的挑战性.近几年来,针对(MFP)问题的一些特殊形式,学者们分别给出了相应的算法.当nj(x),

dj(x)和ψm(x)均为仿射函数时,文献[4-5]分别给出了分支定界算法,确定性算法来求解此类问题.当

nj(x),dj(x)均为二次函数时,文献[6]在对偶方法的基础上提出了一种线性收敛的二分算法,该算法的子

问题可通过一系列的最小特征值问题得到有效解决.针对(MFP)问题的一般形式,文献[7]通过利用指数变

换和利用特殊不等式的特点等将原问题转化为凸规划问题进行求解.本文将考虑(MFP)问题的一般形式,利
用等价转化和特殊不等式的性质得到易于求解的几何规划问题,从而通过求解一系列几何规划问题得到原

问题的解.同时,数值结果表明该算法的可行性和有效性.本文考虑的模型适用性更广,且可以在较少的迭代

次数和运行时间内获得原问题的最优解.
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1 等价问题

首先,引入变量xn+1,将问题(MFP)转化为如下等价形式:

(EP1):

min xn+1,

s.t.
nj
(x)

dj
(x)⩽xn+1,j=1,2,…,p,

ψm(x)⩽1,m=1,2,…,l.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

  定理1 x* ∈Rn 是问题(MFP)的全局最优解当且仅当(x*,x*
n+1)∈Rn+1 是问题(EP1)的全局最优

解,其中x*
n+1=max

n1(x*)
d1(x*)

,…,
np(x*)
dp
(x*){ } .

证明 若(x*,x*
n+1)是问题(EP1)的全局最优解,则有

nj
(x*)

dj
(x*)⩽x*

n+1,ψm(x*)⩽1. (1)

由(1)式知,x*是问题(MFP)的可行解.反证法,假设x* 不是(MFP)的最优解,则存在(MFP)的可行解x
满足

max
n1(x)
d1(x)

,…,
np(x)
dp
(x){ }<max

n1(x*)
d1(x*)

,…,
np(x*)
dp(x*){ } . (2)

令

xn+1=max
n1(x)
d1(x)

,…,
np(x)
dp
(x){ }, (3)

则 (x,xn+1)是问题(EP1)的可行解,再由(1)~ (3)式可知xn+1 <x*
n+1,显然与(x*,x*

n+1)是(EP1)的全

局最优解矛盾,因此,x* 是问题(MFP)的全局最优解.
反之,若x*是问题(MFP)的全局最优解,令

x*
n+1=max

n1(x*)
d1(x*)

,…,
np(x*)
dp
(x*){ }, (4)

由(4)式知,(x*,x*
n+1)是问题(EP1)的可行解.现假设(x*,x*

n+1)不是(EP1)的最优解,则存在(EP1)的可

行解(x,xn+1)满足

nj
(x)

dj
(x)⩽

xn+1,xn+1 <x*
n+1,j=1,2,…,p, (5)

由(4)、(5)式可得:

max
n1(x)
d1(x)

,…,
np(x)
dp
(x){ }<max

n1(x*)
d1(x*)

,…,
np(x*)
dp
(x*){ } . (6)

这与x*是问题(MFP)的最优解矛盾,故(x*,x*
n+1)是问题(EP1)的全局最优解.证毕.

基于定理1,求解问题(MFP)转化为求解问题(EP1).为方便,记

N ={1,2,…,n},I1={1,2,…,p},I2={p+1,…,p+l}.
根据nj(x),dj(x),ψm(x)的表达式,问题(EP1)的约束可以重写为:

∑
T1k

t=1
αkt∏

n

i=1
xρ1kti

i ⩽∑
T2k

t=1
βkt∏

n

i=1
xρ2kti

i xn+1,k∈I1, (7)

∑
T3k-p

t=1
γ(k-p)t∏

n

i=1
xρ3(k-p)ti

i ⩽1,k∈I2. (8)

进一步,为了把上述不等式两边均表示成正项式的形式,引入如下记号:

p+
k ={t|αkt >0,t=1,…,T1

k},k∈I1,p-
k ={t|αkt <0,t=1,…,T1

k},k∈I1,

q+
k ={t|βkt >0,t=1,…,T2

k},k∈I1,q-
k ={t|βkt <0,t=1,…,T2

k},k∈I1,
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J+
k ={t|γ(k-p)t >0,t=1,2,…,T3

k-p},k∈I2,J-
k ={t|γ(k-p)t <0,t=1,2,…,T3

k-p},k∈I2.
利用上述记号,不等式(7)可被重写成下面的不等式(9):

∑
t∈p+

k

αkt∏
n

i=1
xρ1kti

i -∑
t∈p-

k

αkt∏
n

i=1
xρ1kti

i ⩽∑
t∈q+

k

βkt∏
n

i=1
xρ2kti

i xn+1-∑
t∈q-

k

βkt∏
n

i=1
xρ2ktiixn+1, (9)

其中,k∈I1,而不等式(8)被重写成了下面的不等式(10):

∑
J+
k

γ(k-p)t∏
n

i=1
xρ3(k-p)ti

i -∑
J-
k

γ(k-p)t∏
n

i=1
xρ3(k-p)ti

i ⩽1,k∈I2. (10)

于是,根据不等式(9)和(10)的特点,不妨将问题(EP1)的约束不等式统一改写为下面的简单形式:

∑
t∈S1k

akt∏
n+1

i=1
xσkti

i ⩽∑
t∈S2k

bkt∏
n+1

i=1
xξkti

i ,k∈I1 ∪I2, (11)

其中,S1
k =

p+
k ∪q-

k,k∈I1,

J+
k, k∈I2,{  S2

k =
p-

k ∪q+
k, k∈I1,

J-
k ∪ {T

3
k-p +1},k∈I2,{

akt=

αkt, k∈I1,t∈p+
k,

-βkt, k∈I1,t∈q-
k,

γ(k-p)t,k∈I2,t∈J+
k,

ì

î

í

ï
ï

ïï

 bkt=

-αkt, k∈I1,t∈p-
k,

βkt, k∈I1,t∈q+
k,

-γ(k-p)t,k∈I2,t∈J-
k,

1, k∈I2,t=T3
k-p +1,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

σkti=

ρ
1
kti, k∈I1,t∈p+

k,i∈N,

0, k∈I1,t∈p+
k,i=n+1,

ρ2
kti, k∈I1,t∈q-

k,i∈N,

1, k∈I1,t∈q-
k,i=n+1,

ρ3
(k-p)ti,k∈I2,t∈J+

k,i∈N,

0, k∈I2,t∈J+
k,i=n+1,

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

 ξkti=

ρ1
kti, k∈I1,t∈p-

k,i∈N,

0, k∈I1,t∈p-
k,i=n+1,

ρ2
kti, k∈I1,t∈q+

k,i∈N,

1, k∈I1,t∈q+
k,i=n+1,

ρ3
(k-p)ti,k∈I2,t∈J-

k,i∈N,

0, k∈I2,t∈J-
k,i=n+1,

0, k∈I2,t=T3
k-p +1.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

根据上述讨论,问题(EP1)可被重新写成下面的问题(Q):

(Q):
min f(x)=xn+1,

s.t. x∈Z= x∈Rn+1|∑
t∈S1k

akt∏
n+1

i=1
xσkti

i ⩽∑
t∈S2k

bkt∏
n+1

i=1
xξkti

i ,k∈I1 ∪I2,x>0{ } .

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

2 压缩过程

根据定理1和上述推导过程,可知问题(MFP)和问题(Q)是等价的,因此问题(MFP)的求解过程可转

化为如何求解问题(Q).观察问题(Q)的约束特点可知问题(Q)仍是NP-难问题.为求解该问题,下面将提出

一种新的压缩技术.首先将问题(Q)的约束不等式中的有关项压缩成单项式,然后通过求解一系列几何规划

问题获得原问题的解.为此,考虑问题(Q)中约束不等式的右端项,并记为gk(x),即

gk(x)=∑
t∈S2k

bkt∏
n+1

i=1
xξkti

i .

对给定的点x=(x1,…,xi,…,xn+1)∈Rn+1,xi >0,由代数-几何平均不等式可得

gk(x)⩾ηkt(x)∏
t∈S2k
∏
n+1

i=1
xξkti

i( )
μk(x), (12)

其中参数
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μk(x)=
bkt∏

n+1

i=1

(xi)
ξkti

gk(x)
,ηkt(x)=∏

t∈S2k

gk(x)

∏
n+1

i=1

(xi)ξkti

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

μk(x)

,k∈I1 ∪I2.

这样,利用不等式(12),可将问题(Q)最终压缩成下面的几何规划问题:

Q(x):
min f(x)=xn+1,

s.t. x∈Z={x∈Rn+1|
ωk(x)

ϑk(x;x)
⩽1,k∈I1 ∪I2,x>0}.

ì

î

í

ï
ï

ïï

其中,ωk(x)=∑
t∈S1k

akt∏
n+1

i=1
xσkti

i ,ϑk(x;x)=ηkt(x)∏
t∈S2k

(∏
n+1

i=1
xξkti

i )μk(x).

注意到问题Q(x)的约束不等式的分母ϑk(x;x)是一个单项式.因此,问题Q(x)是一个标准的几何规

划问题.对任意x ∈Rn+1,由上述构造过程知问题Q(x)和问题(Q)的目标函数是相同的,并且约束函数满

足
ωk(x)

gk(x)
=

ωk(x)
ϑk(x;x)

.故问题Q(x)可作为问题(Q)的近似.另外,问题Q(x)的可行域Z 和问题Q(x)的可

行域Z满足Z⊆Z.因此,通过选取不同的点x,可以借助求解一系列几何规划问题Q(x)来得到问题(Q)的
最优解,从而得到原问题(MFP)的最优解.

3 算法及其收敛性

基于上述讨论,下面将提出一个迭代算法.首先,给定初始点x0,令x=x0,接着,计算参数μk,ηkt.求解

问题Q(x0),并记其解为x1,若x1=x,算法终止,且x1 为问题(Q)的最优解.否则,令x=x1,重复上述过

程直至满足终止条件.具体步骤如下:
步骤0 选取初始点x0.置迭代次数r=1.
步骤1 令x=xr-1,用x 计算参数μk,ηkt.
步骤2 求解几何规划问题Q(x)获得解xr.
步骤3 若xr =xr-1,算法停止.令x* =xr 且x* 为问题(Q)的最优解.否则,置r=r+1并且转向步

骤1.
下面为了讨论算法的收敛性,先给出引理1.
引理1 对于给定的点x,有gk(x)=ϑk(x;x),∇(gk(x))=∇(ϑk(x;x)),k∈I1∪I2,其中∇代表

函数的梯度.
证明 对于给定的点x,将首先证明gk(x)=ϑk(x;x),k∈I1 ∪I2 成立.当k∈I1∪I2 时,根据上

述第2节的讨论内容,可得:

ϑk(x;x)=ηkt(x)∏
t∈S2k
∏
n+1

i=1
xξkti

i( )
μk(x)

=∏
t∈S2k

gk(x)

∏
n+1

i=1
xξkti

i

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

μk(x)

∏
t∈S2k
∏
n+1

i=1
xξkti

i( )

bkt∏
n+1

i=1
xξktii

gk(x) =

∏
t∈S2k

(gk(x))μk(x)=gk(x)∑t∈S2k

bkt∏
n+1

i=1
xξktii

gk(x) =gk(x).

接下来,将证明 ∇(gk(x))=∇(ϑk(x;x)),k∈I1 ∪I2 成立.
当k∈I1 时,对于任意q=1,2,…,n,则有

∂gk(x)
∂xq x=x

=∑
t∈p-

k

αktρ
1
ktqx

-1
q ∏

n

i=1
xρ1kti

i +∑
t∈q+

k

βktρ
2
ktqx

-1
qxn+1∏

n

i=1
xρ2kti

i ,

以及

∂ϑk(x;x)
∂xq x=x

=∑
t∈p-

k

αktρ
1
ktqx

-1
q ∏

n

i=1
xρ1kti

i +∑
t∈q+

k

βktρ
2
ktqx

-1
qxn+1∏

n

i=1
xρ2kti

i .
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所以,

∂ϑk(x;x)
∂xq x=x

=
∂gk(x)
∂xq x=x

,q=1,2,…,n. (13)

此外,当k∈I2时,可类似证明(13)式成立.

对于q=n+1,k∈I1∪I2,有
∂gk(x)
∂xn+1 x=x

=∑
t∈q+

k

βkt∏
n

i=1

(xi)
ρ2kti,∂ϑk(x;x)

∂xn+1 x=x
=∑

t∈q+
k

βkt∏
n

i=1

(xi)
ρ2kti,

所以,∂ϑk(x;x)
∂xq x=x

=
∂gk(x)
∂xq x=x

,即 ∇(gk(x))=∇(ϑk(x;x)),k∈I1 ∪I2.证毕.

定理2 对算法产生的每个点xr,假设问题Q(x)满足Cottle约束规范,则算法或有限步终止于问题

(Q)的KKT点,或产生无限序列{xr}的任意聚点是问题(Q)的KKT点.
证明 若算法迭代r 步后停止,由于满足Cottle约束规范,再结合文献[8]中定理3.8,可得xr 是

Q(xr-1)的KKT点,即

∇f(xr)+∑
p+l

k=1
ζk∇(ωk(xr)-ϑk(xr;xr-1))+∑

n+1

i=1
τi(-xr

i)=0,k∈I1 ∪I2,

ωk(xr)-ϑk(xr;xr-1))⩽0,ζk(ωk(xr)-ϑk(xr;xr-1))=0,k∈I1 ∪I2,

xr
i >0,τi(-xr

i)=0,i=1,2,…,n+1,

ζk ⩾0,τi ⩾0,k∈I1 ∪I2,i=1,2,…,n+1,
其中,ζk,τi 为拉格朗日乘子.由算法步骤3知xr-1=xr,进一步将其代入可得:

∇f(xr)+∑
p+l

k=1
ζk∇(ωk(xr)-ϑk(xr;xr))+∑

n+1

i=1
τi(-xr

i)=0,k∈I1 ∪I2,

ωk(xr)-ϑk(xr;xr))⩽0,ζk(ωk(xr)-ϑk(xr;xr))=0,k∈I1 ∪I2,

xr
i >0,τi(-xr

i)=0,i=1,2,…,n+1,

ζk ⩾0,τi ⩾0,k∈I1 ∪I2,i=1,2,…,n+1.
再由gk(x),ϑk(x;x)的定义,并结合引理1可知,

∇f(xr)+∑
p+l

k=1
ζk∇(ωk(xr)-gk(xr)+∑

n+1

i=1
τi(-xr

i)=0,k∈I1 ∪I2,

ωk(xr)-gk(xr)⩽0,ζk(ωk(xr)-gk(xr))=0,k∈I1 ∪I2,

xr
i >0,τi(-xr

i)=0,i=1,2,…,n+1,

ζk ⩾0,τi ⩾0,k∈I1 ∪I2,i=1,2,…,n+1.
所以xr 是(Q)的KKT点.

若算法不是有限步终止,即算法需要无限步迭代,那么将首先证明算法产生的序列 {xr}是有界的.为
此,将xr 写成分量的形式xr=(xr

1,…,xr
n,xr

n+1).注意到(xr
1,…,xr

n)∈X.由于问题(MFP)的可行域X 是

有界的,所以,对每个xr
i(i=1,2,…,n),存在常数N1>0,使得|xr

i|⩽N1,i=1,2,…,n.当i=n+1时,
由于gk(x)=ϑk(x;x),即

∑
t∈p-

k

αkt∏
n

i=1
xρ1kti

i +∑
t∈q+

k

βkt∏
n

i=1
xρ2kti

i xn+1=ηkt(x)∏
t∈S2k
∏
n+1

i=1
xξkti

i( )
μk(x)

.

进一步可得:

∑
t∈q+

k

βkt∏
n

i=1
xρ2kti

i xn+1=ηkt(x)∏
t∈S2k
∏
n+1

i=1
xξkti

i( )
μk(x)

-∑
t∈p-

k

αkt∏
n

i=1
xρ1kti

i . (14)

又因为ηkt(x)∏
t∈S2k
∏
n+1

i=1
xξkti

i( )
μk(x)

在Rn+1
+ 上是连续函数,所以,等式(14)右端的函数也是Rn+1

+ 上的连续函数.

故函数∑
t∈q+

k

βkt∏
n

i=1
xρ2kti

i xn+1 是有界的.另外,再由∑
t∈q+

k

βkt∏
n

i=1
xρ2kti

i 的连续性,进一步可得xr
n+1 也是有界的,即存

在常数 N2 >0,满足|xr
n+1|⩽N2.现在,令 M =max{N1,N2},则对每个xr =(xr

1,…,xr
n,xr

n+1),有
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‖xr‖ ⩽M 成立,显然序列{xr}是有界的.从而存在收敛子列,不妨仍将其记为{xr}收敛到x*.根据

ωk(x)和ϑk(x;x)的连续可微性,可得:

∇f(x*)+∑
p+l

k=1
ζk∇(ωk(x*)-gk(x*)+∑

n+1

i=1
τi(-x*

i )=0,k∈I1 ∪I2,

ωk(x*)-gk(x*)⩽0,ζk(ωk(x*)-gk(xr))=0,k∈I1 ∪I2,
x*

i >0,τi(-x*
i )=0,ζk ⩾0,τi ⩾0,k∈I1 ∪I2,i=1,2,…,n+1.

所以x*是问题(Q)的KKT点.证毕.

4 数值实验

为验证算法的有效性,所有数值实验均在Intel(R)Core(TM)i5CPU(主频1.8GHz)4GB内存的微机

上用 MATLAB(2012b)进行编程计算,算法执行过程中调用了GGP求解器,容许误差设定为ε=10-8,数
值实验结果列于表1中.

例1 minmax
5x1+4x2-x3+0.9
3x1-x2+2x3+0.5

,
3x1-x2+4x3+0.5
9x1+3x2-x3+0.5

,
4x1-x2+6x3+0.5
12x1+7x2-x3+0.9

,{
7x1-x2+7x3+0.5
11x1+9x2-x3+0.9

,
7x1-x2+7x3+0.7
11x1+7x2-x3+0.8},

s.t.2x1+2x2-x3 ⩽3,

-2x1+x2-3x3 ⩽-1,

11x1+7x2+12x3 ⩽47,

13x1+13x2+6x3 ⩽56,

-6x1+2x2+3x3 ⩽-1,

1.0⩽x1 ⩽2.0,0.35⩽x2 ⩽0.90,1.00⩽x3 ⩽1.55.

例2 minmax
3x1+4x2-x3+0.9
2x1-x2+x3+0.5

,
3x1-x2+3x3+0.5
9x1+5x2-x3+0.5

,
4x1-x2+5x3+0.5
11x1+6x2-x3+0.9

,{
5x1-x2+6x3+0.5
12x1+7x2-x3+0.9

,
6x1-x2+7x3+0.6
11x1+6x2-x3+0.9},

s.t.2x1+x2-x3 ⩽2,

-2x1+x2-2x3 ⩽-1,

11x1+6x2+12x3 ⩽45,

11x1+13x2+6x3 ⩽52,

-7x1+x2+x3 ⩽-2,

0.35⩽x2 ⩽0.90,1.00⩽x3 ⩽1.55,1.0⩽x1 ⩽2.0.
表1 例1和例2的计算结果

Tab.1 Thecalculationresultsofexample1andexample2

例 算法 最优解 最优值 迭代步数

1 [9] (1.752859889,0.350,1.550) 1.117793086 26

[10] (1.7538,0.3500,1.5500) 1.1183 10

Ours (1.7418,0.3500,1.5500) 1.116060629 3

2 [10] (1.5053,0.3500,1.5500) 1.1179 13

Ours (1.5053,0.3500,1.5500) 1.117894095 2

  从表1中的数值结果可知,本文提出的算法与文献[9-10]中的其他方法相比,可以在较少的次数内得

到问题的解,并且获得的最优值优于文献[9-10]获得的最优值.另外,本文提出的算法的迭代次数以及运行

时间均少于文献[9-10]中的数据.
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5 结 论

本文考虑一类 Minimax分式规划问题并提出相应的算法,首先,通过引入辅助变量将其转化为等价问

题,然后根据等价问题的自身特点,将其转化为形式更简单的(Q)问题,最后,再利用不等式的性质,将(Q)
问题转化为一系列易于求解的几何规划问题,数值结果表明了算法的可行性和有效性.另外,该模型也可以

应用于特殊模型的求解.
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Iterativeageometricprogrammingmethodforsolving
aclassofminimaxfractionaloptimizationproblems

ShenPeiping,WangYafei,WuDianxiao

(SchoolofMathematicsandStatistics,NorthChinaUniversityofWaterResourcesandElectricPower,Zhengzhou450046,China)

Abstract:ThispaperstudiesaclassofMinimaxfractionalprogrammingproblems.Firstly,byintroducingvariables,the
problem(MFP)isequivalentlyconvertedtoproblem(EP1).Secondly,theconstraintfunctionintheproblem(EP1)isorgan-
izedintoapositiveterm.Then,byusingthepropertiesofspecialinequalities,problem(EP1)istransformedintoaneasy-to-
solvegeometricprogrammingproblem(GP),andtheoptimalsolutionoftheoriginalproblemisobtainedbysolvingaseriesof
(GP)problems.Finally,theiterativealgorithmforsolvingproblem(MFP)andtheconvergenceanalysisofthealgorithmare

given,andthenumericalresultsshowthatthealgorithmisfeasibleandeffective.

Keywords:Minimaxfractionalprogramming;geometricprogramming;iterativealgorithm
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