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一般随机变量的完全收敛及大数定律

苗雨1,常萌萌1,2

(1.河南师范大学 数学与信息科学学院;大数据统计分析与优化控制河南省工程实验室,河南 新乡453007;

2.安阳工学院 数学与信息科学学院,河南 安阳455000)

  摘 要:通过包含并完善一些已有结论,建立了一般随机变量的完全收敛和大数定律.特别对于两两负象限

相关的随机变量,得到了其完全收敛和 Marcinkiewicz-Zygmund型强大数定律之间的等价结论.
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如果对于任意的ε>0,随机变量序列{Xn,n⩾1}满足∑
∞

n=1P(|Xn-C|>ε)<∞,则称序列{Xn,

n⩾1}完全收敛到C.依据Borel-Cantelli引理,{Xn,n⩾1}完全收敛到C 可以推出{Xn,n⩾1}几乎处处

收敛到C.文献[1]引入完全收敛的概念并证明独立同分布随机变量的算术平均值序列在方差有限的情况下

完全收敛于期望值.文献[2]证明了相反的情况.Hsu-Robbins-Erdös的结果是概率论中的一个基本定理并在

多个方向上得到了推广.特别地,文献[3-4]得到如下结论:设 {X,Xn,n⩾1}是一列独立同分布的随机变

量,Sn =∑
n

k=1Xk,n⩾1表示部分和,假设αp⩾1,α>
1
2
,那么下列条件等价

(i)p⩾1,EX =0时有E|X|p < ∞;
(ii)对任意的ε>0,

∑
∞

n=1
nαp-2P(|Sn|>εnα)< ∞; (1)

  (iii)对任意的ε>0,

∑
∞

n=1
nαp-2P(max

k⩽n
|Sk|>εnα)< ∞. (2)

  如果αp=1及p⩾1,容易由(2)式得到 Marcinkiewicz-Zygmund型大数定律

n-1/p∑
n

k=1
Xk

a.s.
→0. (3)

对于独立同分布的情形,当1⩽p<2时,(3)式等价于

E|X|p < ∞. (4)
对于相依的情况,(2)式可能强于(1)式.一般来说,证明(2)式的主要工具是极大矩不等式或指数不等式.但
是对于两两负象限相依(P.NQD),负正交相依(NOD),扩展负相依(END)和线性负象限相依(LNQD)随机

变量(概念和性质可在文献[5-8]中看到),不知道这些不等式是否成立.因此,一些研究人员研究了这些相依
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序列关于(2)或(3)式的特殊情况.文献[9]使用了文献[10]的方法并对两两独立同分布的情况给出了如下

定理A.
在陈述文献[9]的结果之前,需要介绍正则变化函数的概念,该概念可以在文献[11]中找到.如果对于

A >0及每个λ>0,实值函数R(·)是[A,∞)上一个正可测函数且lim
x→∞

R(λx)
R(x)=λρ,则称该函数R(·)是以

ρ为正则变化指标的正则函数.正则变化指标ρ=0的正则函数称为缓慢变化函数.众所周知,函数R(·)是以

ρ为正则变化指标的正则函数当且仅当它可以写成这样的形式R(x)=xρL(x),此处,L(·)是一个缓慢变化

函数(参见文献[11]).BINGHAM等在文献[12]的引理1.3.2中提到如果L(x)是[A,∞)上的一个缓慢变

化函数,那么存在B⩾A 使得L(x)在[B,∞)的任意闭子区间[a,b]上有界(参见文献[13]).文献[14]证明

对于任意的缓慢变化函数L(x),存在一个可微的定义在[B,∞)(B ⩾A)上的缓慢变化函数L1(·)使得

lim
x→∞

L(x)
L1(x)

=1且lim
x→∞

xL'1(x)
L1(x)

=0.

因此,如果L(·)是一个正的可微函数并满足

lim
x→∞

xL'(x)
L(x)=0, (5)

则L(·)是一个缓慢变化函数.如果L(·)是一个满足(5)式的可微的缓慢变化函数,那么通过直接计算可以

得到(参见文献[15]),对任意的p>0,存在B >0,使得

xpL(x)在[B,∞)上严格单调递增,且lim
x→∞

xpL(x)→ ∞,

x-pL(x)在[B,∞)上严格单调递减,且lim
x→∞

x-pL(x)→0.
(6)

如果没有假设条件L(·)满足(5)式,那么仍然可以得到(参见文献[15]):

lim
x→∞

xpL(x)→ ∞,且lim
x→∞

x-pL(x)→0. (7)

假设L(·)是一个缓慢变化函数,BINGHAM 等在文献[12]的定理1.5.13中证明存在一个缓慢变化函数
L(·)满足

lim
x→∞

L(x)L(xL(x))=1且lim
x→∞
L(x)L(xL(x))=1. (8)

函数L 称作L 的deBruijin共轭,(L,L)被称为(缓慢变化的)共轭对.如果(L,L)是一个共轭对,则对于a,
b,α>0,每个(L(ax),L(bx)),(aL(x),a-1L(x)),((L(xα))1/α,(L(xα))1/α)都是一个共轭对(参看文献

[12]).文献[16]证明对于一些λ0 >1,如果L(·)是一个缓变函数并满足对任意的α∈R,有

lim
x→∞

L(xLα(x))
L(x) =1. (9)

因此,可以选择L(x)=1/L(x).对于α,β>0,f(x)=xβ/αL1/α(xβ),g(x)=xα/βLβ(xα)的情况,有

lim
x→∞

f(g(x))
x =lim

x→∞

g(f(x))
x =1. (10)

在这里及之后,对于一个缓慢变化函数L(·),用L(·)表示L(·)的deBruijin共轭.在不失一般性的前提下,
假定L(x)和L(x)都在[0,∞)上有定义,并且对于某些A >0,L(x)和L(x)在[A,∞)上可微.

定理A[9] 假设1⩽p<2,{X,Xn,n⩾1}是一个两两独立的随机变量序列,L(·)是一个定义在[0,

∞)上的缓慢变化函数.当p=1时,进一步假设L(x)⩾1,且L(·)在[0,∞)上单调递增.则如下结论等价.
(i)随机变量X 满足

EX =0,E(|X|pLp(|X|))< ∞.
  (ii)对于所有的α⩾1/p 及任意的ε>0,有

∑
∞

n=1
nαp-2P(max

k⩽n
|Sk|>εnαL(nα))< ∞. (11)

  (iii)Marcinkiewicz-Zygmund型强大数定律成立:

max1⩽k⩽n|Sk|

n1/pL(n1/p)
a.s.
→0.
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  文献[17]将文献[9]中的结果从两两独立同分布随机变量扩展到相依随机序列.在本文中,想要研究具

有正则变化常数的更一般的相依随机变量,并建立完全收敛性(见(11)式).本文第2部分,在弱控制条件下

(这个控制条件弱于文献[17]中的随机控制条件),给出了一般序列的完全收敛性,它可以推导出某些相依随

机变量的完全收敛性.作为进一步的讨论,得到如同定理A形式的关于两两负象限相依随机变量的等价定

理.本文第2部分给出相关引理并在第3部分给出了所有结果的证明.全文中,符号C 表示一个每次出现时

不一定是相同的正常数.

1 主要结论

在给出主要结论之前,需要先介绍一些控制条件.首先,如果对所有的x>0和n⩾1,存在一个随机变

量X,使得

P(|Xn|>x)⩽P(|X|>x). (12)
则称随机变量{Xn,n⩾1}被一个随机变量X 一致控制.这种控制意味着弱控制(WD),弱是指控制是分布上

的控制这一事实.文献[18]证明控制条件(12)等价于对所有的x>0,n⩾1以及一些常数C >0,有

P(|Xn|>x)⩽CP(|X|>x). (13)
在文献[19]中,介绍了弱均值控制(WMD)条件的概念.对所有的x>0,n⩾1以及一些常数C >0,有

1
n ∑

n

k=1
P(|Xk|>x)⩽CP(|X|>x), (14)

称随机变量 {Xn,n⩾1}被随机变量X 弱均值控制,此处X 可以定义在另一个不同的空间上.文献[20]证明

(14)式等价于

1
n ∑

n

k=1
P(|Xk|>x)⩽P(|X|>x). (15)

显然,如果X 在 WD意义上控制序列{Xn,n⩾1},那么它在 WMD意义上也控制序列{Xn,n⩾1}.此外,文
献[19]给出了下面的例子来表明条件(14)比条件(12)弱.

例1 假设对于k=1,2,…,n-1,序列{Xn,k,n⩾1,k⩾1}满足P(Xn,k =1)=P(Xn,k =-1)=
1
2
,

P(Xn,n = n)=P(Xn,n =- n)=
1
2

以及对于k>n,P(Xn,k =0)=1,那么,对于序列{Xn,k},很明显没

有一致控制的随机变量,而均值控制是可能的,因为

1
n ∑

n

k=1
P(|Xn,k|>x)=

1
n
, 1⩽x< n 时,

0, x⩾ n 时,

ì

î

í

ïï

ïï

(16)

即如果均值控制随机变量X 满足当k⩾2时,P(|X|⩾ k)=
2
k
,则满足 WMD条件.

现在重新考虑例1,很容易发现对所有的l⩾0,n⩾1,

1
n ∑

l+n

k=l+1
P(|Xn,k|>x)⩽

1
n
, 1⩽x< n 时,

0, x⩾ n 时,

ì

î

í

ïï

ïï

(17)

且对任意的x⩾1,
1
n ∑

l+n

k=l+1
P(|Xn,k|>x)⩽P(|X|>x). (18)

因此,这个新的控制条件(18)比 WMD条件强,但仍然比 WD条件弱.
定理1 假设{Xn,n⩾1}是一个随机变量序列.在方差存在的前提下,假设对所有的l⩾0,n⩾1以及

所有的非降函数fi,i⩾1,存在一个常数C 使得

Var(∑
l+n

i=l+1
fi(Xi))⩽C∑

l+n

i=l+1
Var(fi(Xi)). (19)
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令L(·)是一个定义在[0,∞)上的缓慢变化函数.假设存在一个随机变量X 使得序列{Xn,n⩾1}满足条件

(18),且对于一些1⩽p<2,有E(|X|pLp(|X|))< ∞.则对所有的α⩾1/p,ε>0,有

∑
∞

n=1
nαp-2P(max

1⩽k⩽n
|∑

k

i=l

(Xi-EXi)|>εnαL(nα))< ∞. (20)

  注1 有很多满足不等式(19)的相依序列.例如,WU[21]对于两两负象限相依随机变量序列;SHAO[22]

对于负相依随机变量序列;UTEV等[23]对于ρ*-混合随机变量序列;ASADIAN等[24]对于负正交相依随机

变量序列;SHEN[25]对于扩展负相依随机变量序列.所以定理1对这些随机变量序列都成立.
注2 文献[17]在弱控制的条件下考虑定理1,这个条件要比条件(18)强.
推论1 在定理1的条件下,假设对所有i⩾1,EXi=0.则有

max1⩽k⩽n|Sk|

n1/pL(n1/p)
a.s.
→0. (21)

  下一个推论是定理1的特殊情况,取L(x)≡1.
推论2 假设 {Xn,n⩾1}是一个满足不等式(19)的随机变量序列.如果存在一个随机变量X 使得

{Xn,n⩾1}满足条件(18),以及对一些1⩽p<2,有E|X|p < ∞.则对所有的α⩾1/p,ε>0,有

∑
∞

n=1
nαp-2P(max

1⩽k⩽n
|∑

k

i=l

(Xi-EXi)|>εnα)< ∞.

  现在考虑由文献[5]引入的两两负象限相依序列.如果两个随机变量X 和Y 满足对所有的x,y∈R,

P(X ⩽x,Y ⩽y)⩽P(X ⩽x)P(Y ⩽y),
则称X 和Y 负象限相依.如果一个随机变量序列{Xn,n⩾1}中的每一对随机变量都是负象限相依的,则这

个序列被称作两两负象限相依序列.
推论3 假设1⩽p<2,{X,Xn,n⩾1}是一个同分布的两两负象限相依的随机变量序列.假设L(·)

是定义在[0,∞)上的一个缓慢变化函数.当p=1时,进一步假设L(x)⩾1且在[0,∞)上单调递增,则如下

结论等价.
(i)随机变量X 满足EX =0,E(|X|pLp(|X|))< ∞.
(ii)对所有的α⩾1/p,ε>0,有

∑
∞

n=1
nαp-2P(max

k⩽n
|Sk|>εnαL(nα))< ∞. (22)

  (iii)如下 Marcinkiewicz-Zygmund型强大数定律成立:
max1⩽k⩽n|Sk|

n1/pL(n1/p)
a.s.
→0.

注3 文献[17]考虑了m-两两负相依随机变量并证明(i)可以推导出(ii),这是在m=1且L(x)≡1的

最优条件下,关于m-两两负相依随机变量序列完全收敛性的第一个结果.因此,推论3是两两负象限相依随

机变量完全收敛的第一个等价结果.
特别地,有如下结论.
推论4 假设1⩽p<2,{X,Xn,n⩾1}是一个同分布的两两负象限相依的随机变量序列.则如下结论

等价.
(i)随机变量X 满足EX =0,E|X|p < ∞.
(ii)对所有的α⩾1/p,ε>0,有

∑
∞

n=1
nαp-2P(max

k⩽n
|Sk|>εnα)< ∞. (23)

  (iii)如下 Marcinkiewicz-Zygmund型强大数定律成立:n-1/p max
1⩽k⩽n

|Sk|
a.s.
→0.

注4 WU[21]研究了两两负象限相依序列,得到以下结果:如果αp >1,1⩽p <2,E|X|p < ∞,

EX =0,则(23)式成立.WU[21]并没有考虑αp=1的情况,所以推论3改进了其结论.
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2 相关引理

引理1[9] 假设a,b>1,L(·)是一个定义在[0,∞)上可微的缓慢变化函数.则

∑
n

k=1
akL(bk)⩽CanL(bn).

  引理2[9] 假设p⩾1,αp⩾1,X 是一个随机变量.假设L(·)是一个定义在[0,∞)上可微的缓慢变化

函数,bn =nαL(nα),n⩾1.假设对一些A >0,x1/αL1/α(x)和xαL(xα)在[A,∞)上严格单调递增.则如下

结论等价:

E(|X|pLp(|X|))< ∞, (24)

∑
∞

n=1
nαp-1P(|X|>bn)< ∞, (25)

∑
∞

n=1
2nαpP(b2n-1 <|X|⩽b2n)< ∞. (26)

  引理3 假设{Xn,n⩾1}是一个满足条件(18)的随机变量序列且被随机变量X 控制.假设r>0,对于

一些A>0,定义X'i=Xi1{|Xi|⩽A},X″i=Xi1{|Xi|>A},X'=X1{|X|⩽A},X″=X1{|X|>A}.则有对所有的l⩾0,

n⩾1,

(i)如果E|X|p < ∞,则n-1 ∑
l+n

k=l+1
E|Xk|p ⩽CE|X|p.

(ii)n-1 ∑
l+n

k=l+1
E|X'k|p ⩽C(E|X'|p +ApP(|X|>A)).

(iii)n-1 ∑
l+n

k=l+1
E|X″k|p ⩽CE|X″|p.

证明 证明的方式与文献[26]中引理3.1相似,在此省略证明.
引理4 对所有的ε>0,(20)式等价于

∑
∞

n=1
2n(αp-1)P(max

1⩽k<2n
|∑

k

i=l

(Xi-EXi)|>ε2nαL(2nα))< ∞. (27)

  证明 不失一般性,可以假设存在一个足够大的正整数A 使得xαL(xα)在[A,∞)上严格单调递增.所
以引理4可以通过如下两个不等式得到证明:

∑
∞

n=1
nαp-2P(max

1⩽k⩽n
|∑

k

i=1

(Xi-EXi)|>εnαL(nα))=∑
∞

j=0
∑
2j+1-1

n=2j
nαp-2P(max

1⩽k⩽n
|∑

k

i=1

(Xi-EXi)|>

εnαL(nα))⩾∑
∞

j=0
∑
2j+1-1

n=2j
2j(αp-2)P(max

1⩽k<2j
|∑

k

i=1

(Xi-EXi)|>ε(2j+1-1)αL((2j+1-1)α))⩾

1
2∑

∞

j=0
2j(αp-1)P(max

1⩽k<2j
|∑

k

i=1

(Xi-EXi)|>ε2α2jαL(2jα))

和

∑
∞

n=1
nαp-2P(max

1⩽k⩽n
|∑

k

i=1

(Xi-EXi)|>εnαL(nα))=∑
∞

j=1
∑
2j-1

n=2j-1
nαp-2P(max

1⩽k⩽n
|∑

k

i=1

(Xi-EXi)|>

εnαL(nα))⩽∑
∞

j=1
∑
2j-1

n=2j-1
2j(αp-1) 1

2j-1P(max
1⩽k<2j

|∑
k

i=1

(Xi-EXi)|>ε2
(j-1)αL((2j-1)α))⩽

2∑
∞

j=1
2j(αp-1)P(max

1⩽k<2j
|∑

k

i=1

(Xi-EXi)|>ε2-α2jαL(2jα)).

  引理5[27] 假设 (Ω,F,P)是一个概率空间,{An,n⩾1}是一系列事件.

(i)如果∑
∞

n=1
P(An)< ∞,则P(An,i.o.)=0;
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(ii)如果∑
∞

n=1
P(An)=∞,且当k≠m 时,P(Ak ∩Am)⩽P(Ak)P(Am),则P(An,i.o.)=1.

引理6[5] 假设{Xn,n⩾1}是一个两两负象限相关随机变量序列,{fn,n⩾1}是一系列单调递增的函

数,则{fn(Xn),n⩾1}是一个两两负象限相关随机变量序列.
引理7[21] 假设 {Xn,n⩾1}是一个期望为0的两两负象限相关随机变量序列且EX2

n < ∞.则对任意

的j⩾0,有E(∑
j+k

i=j+1
Xi)2 ⩽C∑

j+k

i=j+1
EXi

2.

3 主要结论的证明

定理1的证明 根据缓慢变化函数的性质,可以假设存在一个足够大的正整数A 使得对于p >1,

xαL(xα),x
1
αL(x

1
α)和xp-1Lp(x)在[A,∞)上单调递增.因为{Xn

+,n⩾1}和{Xn
-,n⩾1}满足定理的假

设且Xn =X+
n -X-

n,n⩾1,不失一般性,可以假设对所有的n⩾1,Xn ⩾0.对于每个n⩾1及1⩽i⩽n,
定义:

bn =
nαL(Aα),1⩽n<A,

nαL(nα),n⩾A,{ (28)

和Xn,i=XiI(Xi ⩽bn)+bnI(Xi >bn).
很显然 {bn,n⩾1}在[0,∞)上单调递增.对任意的ε>0,有

P(max
1⩽k<2n

|∑
k

i=1

(Xi-EXi)|>εb2n)⩽P(max
1⩽k<2n

Xk >b2n)+

P(max
1⩽k<2n

|∑
k

i=1

(X2n,i-EX2n,i)|>εb2n -∑
2n

i=1
|EX2n,i-EXi|). (29)

因为L(·)是一个缓变函数,则存在n0 ⩾A,对于n⩾n0,有

(3
2
)αb2n <b2n+1 ⩽4αb2n . (30)

根据不等式(30)、引理2和(18)式,有

∑
∞

n=n0

2n(αp-1)P(max
1⩽i<2n

Xi >b2n)⩽∑
∞

n=0
∑
2n+1-1

j=2n
2n(αp-2)P(max

1⩽i<2n
4αXi >b2n+1)⩽2∑

∞

n=0
∑
2n+1-1

j=2n
jαp-2P(max

1⩽i⩽j
4αXi >

bj)=2∑
∞

j=1
jαp-2P(max

1⩽i⩽j
4αXi >bj)⩽2∑

∞

j=1
jαp-1j-1∑

j

i=1
P(4αXi >bj)⩽C∑

∞

j=1
jαp-1P(4α|X|>bj)< ∞.

(31)
由(8)的第2部分、引理3以及E(|X|pLp(|X|))< ∞,很容易得到

1
b2n ∑

2n

i=1
|EX2n,i-EXi|⩽

1
b2n ∑

2n

i=1

(b2nP(Xi >b2n)+EXiI(Xi >b2n))⩽C 1
b2n ∑

2n

i=1
EXiI(Xi >

b2n)⩽C2
n

b2n
E|X|I(|X|>b2n)⩽C2

n

b2n
1

bp-1
2n L(bp

2n)
E|X|pLp(|X|)I(|X|>b2n)⩽

C 2n(1-αp)

Lp(2nα)Lp(2nαLp(2nα))
E|X|pLp(|X|)I(|X|>b2n)⩽

CE(|X|pLp(|X|))I(|X|>b2n)→0. (32)
因此,为得到(20)式,由不等式(29)至(32)及引理4,只需证明

∑
∞

n=1
2n(αp-1)P(max

1⩽k<2n
|∑

k

i=1

(X2n,i-EX2n,i)|>
ε
2b2n

)< ∞. (33)

对每个m ⩾0,令Sm,0=0以及Sm,k =∑
k

i=1

(X2m,i-EX2m,i),k⩾1.
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对于1⩽k<2n,0⩽m⩽n,假设j=[k/2m]是小于或等于k/2m 的最大整数.则0⩽j<2n-m 且j2m ⩽
k< (j+1)2m.令km =j2m,则对每一个1⩽k<2n,有

Sn,k =∑
n

m=1

(Sm-1,km-1
-Sm-1,km

)+∑
n

m=1

(Sm,k -Sm-1,k -Sm,km +Sm-1,km
). (34)

此处利用事实:S0,k0 =S0,k,Sn,kn =Sn,0=0.因为

|Sm-1,km-1
-Sm-1,km |⩽| ∑

km-1

i=km+1

(X2m-1,i-EX2m-1,i)| (35)

和

|Sm,k -Sm-1,k -Sm,km +Sm-1,km |⩽| ∑
km+2m

i=km+1
Ym,i|+2 ∑

km+2m

i=km+1
E|X2m,i-X2m-1,i|, (36)

此处Ym,i=(X2m,i-X2m-1,i)-E(X2m,i-X2m-1,i),m ⩾1,i⩾1.由(34)~(36)式有

max
1⩽k<2n

|Sn,k|⩽∑
n

m=1
max

0⩽j<2n-m
| ∑

j2m+(km-1-km)

i=j2m+1

(X2m-1,i-EX2m-1,i)|+∑
n

m=1
max

0⩽j<2n-m
| ∑

j2m+2m

i=j2m+1

Yi,m|+

2∑
n

m=1
max

0⩽j<2n-m ∑
j2m+2m

i=j2m+1

E|X2m,i-X2m-1,i|=∶I1+I2+I3. (37)

根据引理3,对于足够大的m,可以得到

∑
j2m+2m

i=j2m+1

E|X2m,i-X2m-1,i|⩽ ∑
j2m+2m

i=j2m+1

E(Xi+2b2m)I(Xi >b2m-1)⩽ ∑
j2m+2m

i=j2m+1

E(Xi+2·4αb2m-1)I(Xi >

b2m-1)⩽C ∑
j2m+2m

i=j2m+1

EXiI(Xi >b2m-1)⩽C2mE|X|I(|X|>b2m-1). (38)

同时,根据(32)式可以得到lim
m→∞

2mE|X|I(|X|>b2m-1)
b2m

→0,且可以由Toeplitz's引理得到结论

lim
n→∞

∑
n

m=1
2mE|X|I(|X|>b2m-1)

b2n
=0. (39)

根据(38)和(39)式,得到lim
n→∞

I3
b2n

=0.现在对任意的n⩾1,0⩽m ⩽n,假设rn,m =2an2bmL(2nα),此处a 和

b是正常数且满足a+b=α 和αp
2 <a <α,则有∑

n

m=1
rn,m =∑

n

m=1
2an2bmL(2nα)⩽2anL(2nα)2bn 2b

2b -1
⩽

C2αnL(2nα)=Cb2n .
由km 的定义,有km-1=km 或者km-1=km +2m-1.因此对于I1,由条件2a>αp 和引理3,有

∑
∞

n=1
2n(αp-1)P(I1 >

ε
4b2n

)⩽∑
∞

n=1
2n(αp-1)∑

n

m=1
P(max

0⩽j<2n-m
| ∑

j2m+(km-1-km)

i=j2m+1

(X2m-1,i-EX2m-1,i)|>Crn,m)⩽

C∑
∞

n=1
2n(αp-1)∑

n

m=1
r-2

n,mE(max
0⩽j<2n-m

| ∑
j2m+(km-1-km)

i=j2m+1

(X2m-1,i-EX2m-1,i)|2)⩽

C∑
∞

n=1
2n(αp-1)∑

n

m=1
r-2

n,m ∑
2n-m-1

j=0
E| ∑

j2m+(km-1-km)

i=j2m+1

(X2m-1,i-EX2m-1,i)|2 ⩽

C∑
∞

n=1
2n(αp-1)∑

n

m=1
r-2

n,m ∑
2n-m-1

j=0
∑

j2m+2m-1

i=j2m+1

E|X2m-1,i-EX2m-1,i|2 ⩽

C∑
∞

n=1
2n(αp-1)∑

n

m=1
r-2

n,m ∑
2n-m-1

j=0
∑

j2m+2m-1

i=j2m+1

E(X2m-1,i
2)⩽C∑

∞

n=1
2n(αp-1)∑

n

m=1
r-2

n,m ∑
2n-m-1

j=0
∑

j2m+2m-1

i=j2m+1

(EX2
iI(Xi ⩽

b2m-1)+b22m-1P(Xi >b2m-1))⩽C∑
∞

n=1
2n(αp-1)∑

n

m=1
r-2

n,m ∑
2n-m-1

j=0
2m-1(EX2I(|X|⩽
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b2m-1)+b22m-1P(|X|>b2m-1))⩽C∑
∞

n=1
2n(αp-2a)L-2(2nα)∑

n

m=1
2-2bm(EX2I(|X|⩽

b2m-1)+b22m-1P(|X|>b2m-1)).
另外,根据引理1和引理2,得到如下不等式:

∑
∞

n=1
2n(αp-2a)L-2(2nα)∑

n

m=1
2-2bmEX2I(|X|⩽b2m-1)⩽C∑

∞

n=1
2n(αp-2a)L-2(2nα)∑

n

m=1
2-2bm∑

m-1

k=1
EX2I(b2k-1 <

|X|⩽b2k)⩽C∑
∞

n=1
2n(αp-2a)L-2(2nα)∑

n-1

k=1
2-2bkb22kP(b2k-1 <|X|⩽b2k)⩽C∑

∞

k=1
2-2bkb22kP(b2k-1 <

|X|⩽b2k)∑
∞

n=k+1
2n(αp-2a)L-2(2nα)⩽C∑

∞

k=1
2-2bkb22kP(b2k-1 <|X|⩽

b2k)2
k(αp-2a)L-2(2kα)⩽C∑

∞

k=1
2αpkP(b2k-1 <|X|⩽b2k)< ∞.

和

∑
∞

n=1
2n(αp-2a)L-2(2nα)∑

n

m=1
2-2bmb22m-1∑

∞

k=m
P(b2k-1 <|X|⩽b2k)=∑

∞

n=1
2n(αp-2a)L-2(2nα)∑

n

m=1
2-2bmb22m-1(∑

n

k=m
+

∑
∞

k=n+1

)P(b2k-1 <|X|⩽b2k)⩽C∑
∞

n=1
2n(αp-2a)L-2(2nα)∑

n

k=1
∑
k

m=1
22

(α-b)mL2(2mα)P(b2k-1 <

|X|⩽b2k)+C∑
∞

n=1
2n(αp-2a)L-2(2nα)∑

∞

k=n
∑
n

m=1
22
(α-b)mL2(2mα)P(b2k-1 <|X|⩽b2k)⩽

C∑
∞

n=1
2n(αp-2a)L-2(2nα)∑

n

k=1
22
(α-b)kL2(2kα)P(b2k-1 <|X|⩽b2k)+

C∑
∞

n=1
2n(αp-2a)L-2(2nα)∑

∞

k=n
22
(α-b)nL2(2nα)P(b2k-1 <|X|⩽b2k)⩽

C∑
∞

k=1
22
(α-b)kL2(2kα)P(b2k-1 <|X|⩽b2k)∑

∞

n=k
2n(αp-2a)L-2(2nα)+

C∑
∞

k=1
P(b2k-1 <|X|⩽b2k)∑

k

n=1
2nαp ⩽C∑

∞

k=1
2αpkP(b2k-1 <|X|⩽b2k)< ∞,

这意味着∑
∞

n=1
2n(αp-1)P(I1 >

ε
4b2n

)< ∞.

对于I2,注意到E(∑
l+n

i=l+1
Ym,i)

2 ⩽C∑
l+n

i=l+1
E(Y2

m,i),使用和I1 相同的证明方法,有

∑
∞

n=1
2n(αp-1)P(I2 >

ε
4b2n

)⩽∑
∞

n=1
2n(αp-1)∑

n

m=1
P(max

0⩽j<2n-m
| ∑

j2m+2m

i=j2m+1

Ym,i|>Crn,m)⩽

C∑
∞

n=1
2n(αp-1)∑

n

m=1
r-2

n,m ∑
2n-m-1

j=0
∑

j2m+2m

i=j2m+1

E(Y2
m,i)⩽C∑

∞

n=1
2n(αp-1)∑

n

m=1
r-2

n,m ∑
2n-m-1

j=0
∑

j2m+2m

i=j2m+1

E(X2m,i-

X2m-1,i)
2 ⩽C∑

∞

n=1
2n(αp-1)∑

n

m=1
r-2

n,m ∑
2n-m-1

j=0
∑

j2m+2m

i=j2m+1

(E(X2
2m,i)+E(X2

2m-1,i))< ∞.

基于以上讨论,定理1的证明结束.
推论1的证明 取α=1/p 并利用引理4,对任意的ε>0,有

∑
∞

n=1
P(max

1⩽k<2n
|∑

k

i=1
Xi|>ε2n/pL(2n/p))< ∞.

根据Borel-Cantelli引理,进一步得到 1
2n/pL(2n/p)

max
1⩽k<2n

|Sk |
a.s.
→0.通过利用 max

2j-1⩽n<2j

max
1⩽k⩽n

|Sk|

n1/pL(n1/p)
⩽

21
/p max

1⩽k⩽2j
|Sk|

2j/pL(2j/p)
,得到 1

n1/pL(n1/p)
max
1⩽k⩽n

|Sk|
a.s.
→0.

22 河南师范大学学报(自然科学版)                2023年



推论3的证明 通过引理6和引理7,很容易发现两两负象限相关随机变量满足不等式(19).则根据定

理1和推论1,只需证明(iii)⇒(i).显然(iii)意味着

max1⩽k⩽n|Xk|

n1/pL(n1/p)
⩽
max1⩽k⩽n|Sk|

n1/pL(n1/p)
+
max1⩽k⩽n|Sk-1|

n1/pL(n1/p)
→0a.s.

所以根据两两负象限相关的定义和引理5,有

∑
∞

n=1
P(|X|>n1/pL(n1/p))=∑

∞

n=1
P(|Xn|>n1/pL(n1/p))< ∞, (40)

根据引理2,这个结论等价于E(|X|pLp(|X|))< ∞.由(40)式有E|X|< ∞.因为|X -EX|⩽
|X|+E|X|和L(·)是可微的缓慢变化函数,(40)式进一步表明E(|X-EX|pLp(|X-EX|))<∞,

由(i)⇒(iii)的证明,这个式子意味着
∑

n

i=1
(Xi-EXi)

n1/pL(n1/p)
→0a.s.所以有lim

n→∞
(∑

n

i=1
Xi

n1/pL(n1/p)
-
n
(p-1)/pEX
L(n1/p)

)=

lim
n→∞

∑
n

i=1
(Xi-EXi)

n1/pL(n1/p)
=0a.s.和

lim
n→∞

n
(p-1)/pEX
L(n1/p)

=0a.s. (41)

当1<p<2时,根据(7)式,当n→ ∞,有
n
(p-1)/p

L(n1/p)
→ ∞.根据(8)式,当p=1时,有n

(p-1)/p

L(n1/p)
=
1
L(n)

~

L(nL(n))⩾1.因此根据(41)式可以得到EX =0.(iii)⇒(i)的证明完成.
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Onthecompleteconvergenceandthestronglawoflargenumbers
forgeneralrandomvariables
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HenanNormalUniversity,Xinxiang453007,China;2.CollegeofMathematicsandInformationScience,

AnyangInstituteofTechnology,Anyang455000,China)

  Abstract:Inthepaper,thecompleteconvergenceandthestronglawoflargenumbersforgeneraldependentrandomse-
quenceareestablished,whichincludeandimprovesomeknownresults.Inparticular,theequivalencebetweencompleteconver-

genceandMarcinkiewicz-Zygmundstronglawoflargenumbersforthepairwisenegativelyquadrantdependentrandomvaria-
blesisobtained.

Keywords:completeconvergence;stronglawoflargenumbers;randomvariables
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