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摘 要 ：首先研究了半空间上一类满足Dirichlet边值问题的分数阶Laplace方程与其对应的积分方程解的等 

价性；然后，基于两个方程解的等价性，运用积分形式的移动平面法证明了积分方程在全局可积条件下的正解的不 

存在性以及其在局部有界的条件下的 Liouville型定理． 
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分数阶微分方程是随着分数阶微积分理论的广泛应用逐步在国内外引起了广泛关注，成为很多数学研 

究者研究的热点．在实际中有着广泛的应用，一些从事微分方程有关理论的专家学者近来也开始转向微分方 

程基础理论研究．其中文献[1—2]都对分数阶微分方程的理论和方法做了系统的总结．现如今微分方程在 

量子力学、流体力学、弹性力学、磁流体力学以及反流体力学方面均有着广泛的应用 引． 

分数阶拉普拉斯算子是定义在全空间的非局部算子，其定义形式为 

(一 △)a／2U(z)一 Cn
,aP．V (1) 

其中0<a<2，|P． ．代表柯西主值．从形式上看分数阶拉普拉斯算子与拉普拉斯算子的区别，即当a一2时， 

对于全空间中，拉普拉斯方程可以看成分数阶拉普拉斯方程的一个特例．本文的研究就是从以下研究中得到 

启发 ，对于积分方程 

， 、 —

n+
—

a  

一

j >0 E R ． (2) 
在文献[3]运用移动平面法解决了在临界情况 P一 下，关于此方程组解的分类问题，同时他们还 

证明了积分方程(2)与以下的半线性偏微分方程(3)等价． 

(一 △)号甜(z)一 “(z) ． (3) 

关于方程(2)在临界情况下解的性质，文献E73运用一种不同于传统微分形式的积分形式的移动平面法 

予以解决．进一步的，关于方程(3)的解的性质在文献E83中也有阐述． 

受以上研究的启发，在本文中，我们来研究半空间R 中的一类满足Dirichlet边值问题的椭圆型方程 

r(一△) U( )一l z l U ( )， ∈ R ， 

( ) 0， z E ， (4) 

【“( )一 0， z E R ＼l ， 

其中 ：=={ 一 (z 一，z )E R l > 0}，0< d< 2，y> 0；与积分方程 

甜( )一I G。。( ， )I Y I ( )dy， (5) 
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其中G 一 [1_ 』 嘲 ∈ =I 一 一4⋯ 
本文将证明如下定理． 

定理 1 假设 是(4)的一个局部有界的正解 ，则 “也是积分方程(5)的一个正解，反之亦然． 

定理2 若“是积分方程“( )一I G (z， )I Y I ( )dy的一个非负解，其中P>— ，I I uP- E 

Lf(R )，那么 “( )三 0． 

定理3 若“ )是方程“(z)一j畦G ， )I l (y)dy 一个局部有界的非负解，其中7>0， <户 
—

n q-a
—

q-g
， I I E Lf(R )，甜E工 (R翠)，男 么 ( )三 0． 

1 主要定义及引理 

定义1(K el vin变换) 设 ∈ ，称 ( )一 南 w(r 三 下+ 。)为w( )的K el vin 
变换． 

定义2 给定 f E L ( )， ∈k，k一{ ∈L I fRn 妇<。。．对于方程(一△) 2“一 
，(．一f)， E R”，当且仅当I． “(一△) Cdx—I ，f(z) (z)dx，V≯E C。。。(R”)，称“是方程分布意义下的解． J 

R“ J R“ 

引理 1(HOlder不等式) 设 Q R”为开集 ，／’( ) 0，g(z)三三三0，-厂( )E L (Q)，g( )E L (Q)， > 

1,q> 1， 1 十 1
— 1，则有：』。，(z)g( )d／2 (』 _厂(z) )古(』 g(z) )吉． 

引理 2(推广的 HOlder不等式) 设 Q R”为开集，厂( )三三三0，g(z)三三三0，，( )E L (Q)，g( )E 

L (Q)，1< 户< r< q， 1
一  +吉，有(J．。(厂(z)g( ) )÷<( 。 ( ) )古(』。( ) )古． 

引理 3(Hardy—Littlewood—Sobolev不等式 的等价形式) 设 0< 口< ，g E L ，若 < 户< CXD，定 

义Tg‘ 一jR _g( )dy,那么II Yg II <c II g II ” · 
引理 4 假设 叫是方程的一个非负解 ， 

f(一 △) ( )一 0，z E R ， 

【伽( )===o， E R”＼R ． 

且存在一个常数c>。，对于任意的 ， ∈R ，都有 等尝三三=c 去．因此，可以得到要么硼(z)三。， ∈ 
R”，要么存在存在一个常数 a> 0，满足 (z) a(z ) ，Vz E R，土． 

引理 5 假定 Q是 R”中的有界开区域 ，厂是 Q闭包上的下半连续函数 ，满足 ： 

f(一△) f 0， E Q， 

1厂 o， E ＼Q． 
可以得到 厂 0， E R ；并且，若在 Q中存在一点 ．Tg，使得 _厂( )一0，则在 R”中，( )三 0． 

引理 6 。 在 Q中，如果 “E L 且(一△) “三三=0，可以得到 U是 Q上的下半连续函数． 

在介绍下面引理前首先引入一些记号，设 是大于0的实数，移动平面： 一{ E I z 一 }．用∑ 

代表位于 一0与 一 之间的区域，也就是说∑ 一{ 一( ，⋯， 一l，z )E 1 0< < }，同时 

设一一( ，⋯， ，2A—z )为 一(z ，⋯⋯， 一 ， )关于平面 的对称点．记∑ 一R ＼∑是∑ 的 

补集 ，同时引入新函数 U (z)一 U( )，W ( )一 “̂(z)一 (z)． 
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引理7 (i)对于任意的z，Y E∑，且37≠ ，有：G。。(一，．)， )>max{G~(一， )，G。。(z，Y )}和G。。( ， 

)一G。。( ， )>I G。。( ， )一G。。( ，Y )I．(ii)对于任意的 E∑，Y E∑，下式成立：G。。( ，．y)> 

G。。(z， )． ， 

引理8 对于任意的 ∈ ，可以得到： (z)一 ( ) J∑(G。。(x~,ya)一G。。(x,yz))(J I “ ( )一I 
Y l “f( ))dy． 

2 主要结果 

定理 1 假设 U是(4)的一个局部有界的正解，U E L ，则 U也是积分方程(5)的一个正解，反之亦然． 

r 

证明 假定“是(4)的一个正解，首先表明：J G。。( ， )l I Up(y)dy<∞·引进一个函数： ( )一 
r 

l GR(z， )I Y l “ ( ) ，其中，GR(z， )是球BR(PR)上的格林函数，PR一(0，⋯，0，R)． 
J BR(PR) 

从对 “的假设是局部有界的定义可以得到，对于任意的R> 0， (z)是连续的且 

f(一△) R( )一I Lz l U (z)，z E BR(PR)， 

【"OR(z)===0， lz∈ R”＼BR(PR)． 

WR( )一 “( )一 R(z)，即有 ： 

f(一△) WR( )一 0，X E BR(PR)， 

【WR(z)三三=0， E R”＼BR(PR)． 

由引理(5)和引理(6)，可以得到 W (z) 0，VX E B ( )． 

r 

接下来令R一∞，得到“(Iz) j G。。( ， )1 Y I ruP(y)dy· 
r 

引入函数 ( )： (z)一j G x-( ， )l I “ (y)dy，即有： 
f(一△) 。 (z)一l I “ ( )，z E RRR ， 

l (z)一 0， z E R”＼R ． 

训( )一 ( )一 ( )，可以得到 

(一 △)a／。 

叫( )三三=0 

X)一 O， ∈ R三I， 

E R 。 

w(x)三 0，X E R”＼R ． 

由引理(4)，可以得到：训( )三0，,27 E R ，否则存在一个常数n>0，满足：砌( )三三=a(z ) 。，V．27 E R ．假设， 

在这里有 ( )一 叫( )+ ( )三三三训( ) n(z ) 。． 

再次定义一些符号．27一 ( ，．27 )，Y一 (y，Y )E R _1×(0，+Cx3)，r 一I —y I。，a 一I．z- 一Y 1。，固 

定 z，当 R充分大 ，可以得到： 
r r r ．．a(p+

。

lq-27) 

“( )三三三 (z)一J G。。(z， )I Y I 声( )dy三三三cJ G。。(Iz， )『 I ( ：，2) d 三三三fj ＼B尺 。 f dy 

c ara 一c l z f。。 d d Ydtdy 一。。． 1 J 一∞· 
(6) 

明显地可以看出这与 U的局部有界性矛盾，因此得出 W三 0．即有： 

甜( )一 ( )：l G ( ， )I Y I “ ( )d ． J R ’ 。 

反过来 ，若 “( )是积分方程的一个正解 ，则对于任意的 E Co( )，有 
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<‘一A)a／2U >一< ( )，(一△) >一<j G。。(z， )l I “ (y)dy，(一△) >一 

j R {J R G。。(z， )I I “ ( ) }(一△) 。 ( )d — 

J {J R ( ， )(一△) fi(x)dx}I I “ (y)dy— 

J R (一ix) Go。( ， ) (z)d }i l ruP(y)dy=== 

3(x— ) (z)d }I (y)dy— 

y 1 U ( ) ( )dy一< I y I p， >． (7) 

此，“也是 (4)的一个正解． 

到此完成了微分方程与积分方程解的等价性的证明． 

定理2 若“是积分方程 ‘ 一j畔G。。(z， )l J “ (y)dy的一个非负解，其中 > ， ∈L ， 
I I “ 一 ∈ L ( )，那么 (z)三 0． 

证明 由引理5可知，不失一般性，假定在l 中， ( )>o．接下来将用积分形式的移动平面法分两步 

证明此定理，第一步确定移动的起点，即当 >o充分小、V z∈∑， 。；第二步在z 的方向上继续移动 
，导出矛盾． 

步骤1 定义∑ 一{ ∈∑ i ( )<o}，对于V ∈∑ ， 

0<“( )一z￡̂( ) f (G。。( ，．y )一G ( ， ))(f Y I “ ( )一I Y I “f( ))d — 

I＼1一(G。。( ，y )一G。。( ，y ))(I Y 1 “ ( )一I Y I “f( ))d + 

j∑ ＼∑ G。。‘一， 一Go。( ， ))(I I ( )一l [ruf(y))dy 

I 一(Go。( ， )一G。。(z，Y ))(1 Y I “ ( )-I Y I 甜f( ))dj， 

G。。( I ( )一I I'uf( ))d 

J —G。。(一， )I Y l ( ( 一“f( ))d 一 
 ̂

∑ 
G。。(一 ， )J j ( )(“( )一 ( ))d ， (8) 

~Oe NN V x∈∑ ，有0 地(．y) ( ) ( )．从格林函数的定义中，很容易得到：G ( ， ) 

，那么(8)可以写成 ： 

0<M( )～ ( ) I＼1 T_—=二兰 I Y I “ ( )(“( )一 ( ))d ． J∑ I 272——Y l 一。 。 ’ 一 ⋯ ⋯ ‘ 

运用 Hardy—I ittlewood—Sobolev不等式的等价形式和 HOlder不等式，可以得出对于 V q> ， 

II ll ∑ ) C ll l Y I~'Up-1( ) lI L (∑ )三三三C ll l Y I 乱 ( )II 詈(∑ )Il wa II『 q(∑ ， (9) 

其中q一丛 ，由于 > ，可以直接算出q> 和∞ ∈L ( )
． 

a ，z — a ‘ —— 口 一 。 

因为 I z I “ ∈L詈(1 )，所以当 > 0充分小的时候，可以得到： 

C 川( )lI L}(∑ ) 专． (1o) 
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通过(9)和(10)可以得出JI lI ∑ 三0，即∑=I的测度为0，当 充分小的时候， 0，因此找到了 
移动的起点． 

步骤 2 第一步已经找到了移动的起点，现在可以在保证 三三=0成立的前提下，在X 的方向上继续移 

动平面 ，直至极限位置．定义： 。===sup{／1>0 I ( ) 0，0< ，V z∈∑ }．下面证 一+Cx3． 

(反证法)假定 A<+。。，将证 明 (z)关于 。对称 ，即有 

。 三vO，a．e．V X∈∑ (11) 

假定(11)不成立，即存在z∈∑ ，使得 。 0．接下了 可以继续向右移动，也就是说存在￡>o，使得 

对于任意的 ∈ 。， 。+￡]，都可以保证对于V X∈∑ ， 。 0成立． 

要证明这个成立，重复步骤一的证明，只需要保证当￡充分／bite，对于所有的 ∈￡ 。， 。+￡]， 

c[1 一(I l ( ))詈d ]詈 专． 
显然上式是可以保证的，所以得出 Il Il ∑ 兰 0．即证明了(11)，但这与 。的定义是矛盾的，因此 

“(z)关于 。对称 的． 

由(11)可以得到，当 一 2 。时，M(z)一0，这与假设在 R 上 “> 0矛盾．因此证明了 一+。。． 

到此证明了积分方程的正解沿 的方向是单调递增的，这与 l z I ∈L-：( )矛盾，因此正解是不 

存在的， 三 0． 

定理 2证明完毕． 

定理3 若 (z)是方程 ( )一l G。。( ， )I I (y)dy的一个局部有界的非负解，其中y>o， 

兰_=< ，I z I ∈L (1 )， ∈L￡ (R )， > ，那么 (z)兰0． 一口 ——a 
一 口 。 ’ 

证明 由于在这里没有 “(z)的全局可积性 ，以至于没有办法对 (z)直接运用移动平面法 ，为 了克服 

这个因难，需要借助于 Kelvin变换． 

做 ( )的 Kelvin变换 ， 

(z)一1__ 1_ (1_- )一1_’ l_ j G。。 1__ ， )I l ( )d 一 

c卉 ， I c )dy— 

k 一 赤 “c 击  

J R 南 dLy—j ， 户( 南 ， (12 
其 中因为 < —n- H_a-H~"

，所 以卢一 +口一 (n—a)+y> o；因为 “( )∈L2 ，所以对于任意远离 0 ，2
一 口 一 口 ’ 一 ～ ⋯  。 ’ ⋯ ⋯ ⋯  

点的区域Q，I (z) dx<。。．之后的文章中均对 ( )运用移动平面法．下面引入几个后面文章中需用到的 

记号，设 是一个实数，移动平面 一{ ∈R I 一 )．用∑ 代表位于平面z 一 左侧的区域，也就是 

说∑ 一{z一(Xl，zz，⋯， )∈ I X < )，同时设一===(2 — ，z 一，z )为z一(z ，z。，⋯，z )关 

于平面 的对称点． 

同时还要引入一些新的函数： ( )一v(x )， (z)=== ( )--v(x)．通过G。。(z， )的表达式，可以很容 

易得出对于 ，Y∈∑ ，z≠ ，G。。(z， )一G。。( ， )，G。。( ， )一G。。( ， )，G。。( ， )>G。。(z， )． 
从积分方程(12)，容易得出： 
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)一 G。。( )南 + ∑ G。。( )南 一 

．『∑ G。。( 1 +j．∑ G。。( 丽1 = 

．『∑ Goo( 1 +JI∑ G。。( 1 ； 

用 替换z可得到： ( )一J‘∑ Go。(一 ( )d +Jl∑ G。。( ， (ya)d ． 
由此可以得到： 

一  一

J∑ ‘G∞‘z， 一G。。 ， 1__ d +J∑ (Gc。( ， )一 

G。。( ) — (G。。( )一G。。( ))(南u )一 
接下来运用移动平面法来证明定理 3． 

证明主要分为3步，在第1步中证明当 充分负时，有 (z)一 (z)一 (z) o，n．P．V z∈E ，在 
第 2步中推出 可以一直向右移动至原点处，并得出 ( )三0．在第 3步中回归微分方程(4)，利用方程组 

正解的对称性，证明方程的 Liouville型定理． 

步骤1 定义∑=_一{z∈E ＼B ( )I ( )<o}，这里()̂代表0关于平面T 的对称点．我们证 

明对于充分负的 ，E=_均为零测度集．事实上，利用微分中值定理，可以得到对于V ∈E 

0< ‘z 一 ‘z 一J∑ ‘ ‘z， ’一Go。 ， ))‘1__ )～T一 ))d — 

j∑ (G ， )一G ， ))(南 )一 1 ))d +j．∑ (G ， )一 

Gm( ， ))(南 )一 ))d -f∑ (G。。( )一G。。( ))(南 )一 

dj， J∑ ‘G。。 一G 一 一 ))d 

j‘∑ Gm( ， 1__ ‘ ( )一 ( ))d c ∑ T_ 1__ ( )( ( )一 
cj∑ 7．)P-1 )( 一vz(y))dy· (13 

在这里，由于 ( )的值介于 (j，)与 ( )之间，因此在E 上，可以得到 
0<  ( )< ( )< ( )． 

运用 Hardy一 i ew。。d—s。b。 eV不等式的等价形式和 H61der不等式，可以得出对于 q> ， 

1} lIf- c∑ c 8 ( )( )一 ( )) 焉 ∑ c lI _1L ∑ )Il l1JJ ∑ 
又因为当N充分大且 <一N时，c II Vl~-i Il ∑ 三三三 1

． 由此可以得出：J J I J ∑ ，三o，因此∑ 的 

测度为零． 

步骤 2 第一步为移动平面 L 一 {z∈R，上J z 一 )提供了起点，现在我们在保证不等式 三三=0成立 

的条件下，从z 一一。。的邻域开始向右移动平面直至极限位置，定义A。一sup{2 0 I ( ) 0， ， 

V z∈E }．下面证明 。一0． 

假若 。<0，将证明 ( )均关于平面 。对称，也就是说， 。三0，a．e．Vz∈E ＼B (0 )． 

假设对于 。，有 ， (z) 0，接下来证明平面 可以继续向右移动，也就是说 j e> 0使得 V ∈[ 。， 



第 5期 赵 帅欣 ，等 ：一类半 空间上分数 阶 Laplace方程 的 Liouville定理 

。 +￡)，方程(12)的解 ( )均可以保证不等式wa(z)一 ( )一 ( )三三=o，a．e．Vx E> ，成立． 

若存在．z E∑ 。(．z)一 (z)>0，那么由(13)，可以得出对于∑ 的内点均有wa。( )>0．此处重 

复第一步可证得到，这说明平面 还可以继续向右移动与 。的定义矛盾．所以 ( )关于 对称，若 。< 

0，由方程(12)可以看出 ( 不可能关于 对称 ，综上可得 73关于原点对称． 

步骤3 由方程的平移不变性，可得对于 V 。E aR ， (z)关于 对称，即 ( )关于z 轴旋转对称． 

此时任取两点 x 和x ，X 一 (z ， )∈R一 ×E0，cx3)，i一 1，2，设z。是点x一一 在 R 上的投 
厶 

V i ～O 

影．令 —T_ 二{唧 + 。，i一1，2，根据之前的论证易得v(Y )一v(Y。)，根据Klevin变换的定义可知 
⋯  i 

“(X )=== (X。)，从而得出 ( )都只是关于 的函数． 

回到原微分方程(4)，方程可化为(一△) u(x )一I I u (z )，若“(z)不是平凡解，那么方程组可进一 

步写为 一l 显然方程组左边是只关于Xn的函数，但方程组右边却不是只关于Xn的函数， 
U "， 

导出矛盾．因此 (z)只能是平凡解 ，即 (z)三 0．定理 3得证． 
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Liouville Type Theorem for a Fractional Laplacian in a Half Space 

ZHAO Shuaixin，LI Jing 

(College of Mathematics and Information Science，Henan Normal University，Xinxiang 453007，China) 

Abstract：This paper investigates the Liouville type theorem of a fractional laplaeian in a half space．Firstly，we show the 

equivalence between the differential equation and the integral equation．Based on the equivalence，we use the moving plane meth— 

od in integral equation to establish the non-existence of positive solutions under the Global Integrability Assumption and a Li— 

ouville type theorem with Weaker Conditions． 

Keywords：Green's function；moving plane method in integral equation；non—existence；Liouville type theorem 


