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具有免疫时滞和综合干预措施的流感模型研究

王晓静,王雪萍,白玉珍,张蒙

(北京建筑大学 理学院,北京102616)

摘 要:考虑了接种流感疫苗的个体具有确定的免疫期,建立了具有免疫时滞的SEIAR流感模型以探究“媒

体、疫苗接种和抗病毒治疗”这三类综合干预措施对流感传播的影响.通过构造Lyapunov函数并依据Routh-Hurwitz
判据,分析了模型的无病平衡点和地方病平衡点的稳定性,并给出了模型存在 Hopf分支的充分条件.
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众所周知,流感对人类社会稳定和经济发展都带来了一些破坏性的影响.人们会采取各种措施来预防和

控制流感疫情,比如隔离、媒体宣传、疫苗接种、抗病毒治疗等[1-3].在当今信息时代下,媒体宣传会警示人们

尽量减少与他人不必要的接触以防止潜在的感染[4].据 WHO评估,在2013年中国甲型禽流感 H7N9疫情

控制中,媒体宣传起到了重要的作用[5].疫苗接种是主要控制流感策略之一,但流感疫苗并不能对人群产生

完全的免疫保护[6],这取决于接种者的免疫状态[7].利用抗病毒药物对流感病人进行治疗[8],尤其针对住院

者和高风险人群,包括儿童、孕妇、免疫抑制病人,有助于缓解疾病严重性并减少死亡率[9].尽管已有大量有

关流感控制措施的研究文献,但是考虑“媒体+疫苗接种+抗病毒治疗”这三类综合干预措施的研究

较少[10].
在具有疫苗接种的传染病模型中,被接种者免疫力的丧失多以指数形式描述,且多为常微分系统.但事

实上,疫苗的有效期是有限的,即在被接种有限时间后,被接种者的免疫力就会衰退,所以引入一个时滞参数

来表示免疫周期会更符合实际,它可能会影响系统的稳定性,从而引发各种振荡和周期性.文献[11]指出

2009年甲型H1N1流感在全球范围内大规模流行,并在疫情暴发期间,有四分之三的感染者并没有呈现出

任何症状.隐性感染者的出现可能导致如抗病毒药物预防和隔离等干预措施无法达到预期效果[12],因此深

入探究隐性感染者对流感传播的影响是有必要的.

1 模型的建立

在某一病毒毒株引发流感疫情期间,我们将总人口N 分为5个不同的仓室:易感者(S),潜伏者(E),显
性感染者(I),隐性感染者(A)和康复者(R).出于生物意义考虑,做如下假设:媒体报道未执行时,疾病传播

率β>0为常数;广泛的媒体报道会使传播率减小,类似文献[13],假定媒体诱导的传播率为β(1-μ1)(0⩽

μ1⩽1),其中μ1 是常数.为了方便,仍将其记为β.对于新出现的流感病毒菌株,人们需要时间去研发才能生

产相应的预防疫苗,因此可获得的疫苗供给是有限的[12].假设τ为疫苗接种的有效期,从而(t-τ)时刻被接

种者在t时刻将会失去免疫力而再次进入易感类.假设康复者R 会对该病株产生永久免疫而不会被再次感

染;潜伏者E、显性感染者I和隐性感染者A 具有不同的感染性,其传染率分别为σβ,δβ和ηβ,显性感染者I
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的抗病毒治疗率为γ.
根据上面假设和文献[10]的研究基础,建立如下的时滞微分方程模型:

dS
dt=Λ-β(σE+ηI+δA)S-(μ+p)S+pS(t-τ)e-μτ,

dE
dt=β(σE+ηI+δA)S-(μ+α)E,

dI
dt=ραE-(μ+d+γ1+γ)I,

dA
dt =(1-ρ)αE-(μ+γ2

)A.
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(1)

和

dR
dt=(γ1+γ)I+γ2A-μR+pS-pS(t-τ)e-μτ. (2)

表1 模型(1)各参数说明及取值

Tab.1 Thedescriptionsandvaluesofparametersinmodel(1)

参数 生物意义描述 参数值 来源

β 传染率 0.00015 [10]

ρ 有症状感染者比例 0.6 估计

σ 潜伏者感染力减小因子 0.2,σ∈(0,1) [6]

η 显性感染者感染力减小因子 0.4 [6]

α 潜伏者的转移率 0.526/d [10]

p 有效接种率 0.25/d [10]

参数 生物意义描述 参数值 来源

μ 自然死亡率 1/(70×365)d [12]

d 显性感染者因病死亡率 0.02/d [12]

γ1 显性感染者自然康复率 0.244/d [7]

γ2 隐性感染者自然康复率 0.244/d [7]

γ 显性感染者抗病毒治疗率 0.05/d [5]

Λ 易感者人口输入率 12/d 估计

  由于N=S+E+I+A+R,则dNdt =Λ-αI-dI.根据模型所具有的生物意义,假设模型(1)的初始条

件如下:

ϕ1
(θ)>0,ϕ2

(θ)⩾0,ϕ3
(θ)⩾0,ϕ4

(θ)⩾0,ϕ5
(θ)⩾0,θ∈ [-τ,0],

ϕ1
(0)>0,ϕ2

(0)>0,ϕ3
(0)>0,ϕ4

(0)>0,ϕ5
(0)>0.{ (3)

  定理1 在初始条件(3)下,模型(1)的全部解都为正的并且有界.
证明 假设存在t1 使得t1=min{t>0∶S(t)×E(t)×I(t)×A(t)×R(t)=0}.

  首先,令S(t1)=0,由模型(1)的第一个方程可得
dS(t1)

dt =Λ+pS(t1-τ)e-μτ>0则对于任意小的ε1,

当t∈ (t1-ε1,t1)时S(t)为单调递增函数即有S(t)<0,与S(t)>0,t∈ [0,t1)矛盾.

然后,令E(t1)=0,由模型(1)的第2个方程可得E(t1)=e
-(μ+α)t1E(0)+∫

t1

0
β(ηI+δA)Se

-(μ+α)(t1-ξ)dξ>

0,与E(t1)=0矛盾.同理可证I(t1)=0,A(t1)=0是不可能的.

最后,对于方程(2),定义R(0)=∫
0

-τ
pS(u)e

-μudu,则方程(2)的等价积分方程为

R(t1)=e
-μt1R(0)+∫

t

t-μ

[(γ1+γ)I+γ2A+pS(u)]e
-μudu.

所以假设不成立,即当t>0时,模型的所有解都为正的.下面证模型解的有界性.

由dN
dt =Λ-αN-dI<Λ-αN,根据比较原理可得N(t)<ε+

Λ
α
(ε是任意小的正数),结合解的正性

可知模型中的每一项是最终有界的.
定理1得证.
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2 控制再生数

模型(1)总有一个无病平衡点E0(S0,0,0,0),其中S0=
Λ

μ+p(1-e
-μτ)

.应用再生矩阵的方法[14]来计算模

型(1)的控制再生数并检验E0 的局部稳定性.矩阵F 与V 分别为

F=
σβS0 ηβS0 δβS0

0 0 0
0 0 0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
,V=

μ+α 0 0
-ρα μ+d+γ1+γ 0

-(1-ρ)α 0 μ+γ2

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.

则可计算模型(1)的控制再生数为Rc =ρ(FV-1)=
βS0

(μ+α)
(σ+ ρηα

μ+d+γ1+γ+
δ(1-ρ)α
μ+γ2

).

  下证当Rc>1时模型(1)有唯一的地方病平衡点.设E1(S*,E*,I*,A*)是模型(1)的任意正平衡点.由模

型(1)的第3、4个方程得I* = ραE
*

μ+d+γ1+γ
,A* =

(1-p)αE*

μ+γ2

,并将其代入模型(1)的第2个方程中,得

S* =
Λ

μ+p(1-e
-μτ)

×
1
Rc

=
S0

Rc

.

再将I*,A*,S* 代入模型(1)的第1个方程中,可得E*=
Λ

β(μ+α)
(1-

1
Rc

).因此,当Rc>1时,S*,E*,

I*,A* 均为正数,且被唯一确定,即模型(1)有唯一地方病平衡点E1.进一步将通过构造Lyapunov函数来判定

平衡点的稳定性.
定理2 当Rc ⩽1时,模型(1)的无病平衡点E0 是全局渐近稳定的.
证明 首先将无病平衡点E0 平移到原点,令x=S-S0,于是模型(1)可化为:

dx
dt= -(μ+p)x(t)-β(σE+ηI+δA)[x(t)-S0]+pe

-μτx(t-τ),

dE
dt=β(σE+ηI+δA)x(t)+β(σE+ηI+δA)S0-(μ+α)E,

dI
dt=ραE-(μ+d+γ1+γ)I,

dA
dt= (1-ρ)αE-(μ+γ2)A.
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(4)

构造如 下 的 Lyapunov函 数:V11(t)=
x2

2 +S0E +
ηS0π

(μ+d+γ1+γ)I+
δS0π
(μ+γ2

)A,其 中π ≜ (μ +

α)σ+ ρηα
μ+d+γ1+γ+

δ(1-ρ)α
μ+γ2

é

ë
êê

ù

û
úú

-1

.

沿模型(4)的轨线求V11(t)对t的全导数,可得:

dV11
(t)

dt =xdxdt+S0
dE
dt+

ηS0π
(μ+d+γ1+γ)

dI
dt+

δS0π
(μ+γ2)

dA
dt= -(μ+p)x2-β(σE+ηI+

δA)x2+pe
-μτx(t)x(t-τ)-(μ+α)ES0+β(σE+ηI+δA)S2

0+
ραηS0πE

(μ+d+γ1+γ)+

δ(1-ρ)αδS0πE
(μ+γ2)

-ηπIS0-δπAS0+σEπS0-σEπS0= -(μ+p)x2-β(σE+ηI+δA)x2+

pe
-μτx(t)x(t-τ)-(μ+α)ES0+β(σE+ηI+δA)S2

0-ηπIS0-δπAS0-σEπS0+

σ+ ρηα
μ+d+γ1+γ+

δ(1-ρ)α
μ+γ2

é

ë
êê

ù

û
úúES0π= -(μ+p)x2-β(σE+ηI+δA)x2+

pe
-μτx(t)x(t-τ)+β(σE+ηI+δA)S2

0-(σE+ηI+δA)πS0= -(μ+p)x2-
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β(σE+ηI+δA)x2+pe
-μτx(t)x(t-τ)+(σE+ηI+δA)S0(βS-π)= -(μ+p)x2-

β(σE+ηI+δA)x2+pe
-μτx(t)x(t-τ)+(σE+ηI+δA)πS0(Rc -1).

要使
dV11

(t)

dt
是负定的,取决于pe

-μτx(t)x(t-τ)项.故,将pe
-μτx(t)x(t-τ)适当放大.由于x(t)x(t-τ)⩽

x2(t)+x2(t-τ)
2

,从而
dV11

(t)

dt ⩽-(μ-p)x2-β(σE+ηI+δA)x2+
pe-μτ

2
[x2(t)+x2(t-τ)]+

(σE+ηI+δA)πS0(Rc -1).

不等式右端的项pe-μτ

2 x2(t)可以并入右端第1项而保持负号,故只需消去pe-μτ

2 x2(t-τ).为此再构造

Lyapunov泛函:V12(t)=
pe-μτ

2∫
t

t-τ
x2(u)du,而

dV12
(t)

dt =
pe-μτ

2
[x2(t)-x2(t-τ)].

取V1=V11+V12,则有
dV1

(t)

dt ⩽-[μ+p(1-e
-μτ)]x2-β(σE+ηI+δA)x2+(σE+ηI+

δA)πS0(Rc -1).

  显然当Rc<1时,
dV1
(t)

dt
除x=E=I=A=0外负定,故模型(1)的无病平衡点E0是全局渐近稳定的;

当Rc =1时,
dV1
(t)

dt
非负当且仅当x=0时为零.由模型(4)的第1个方程易见若x=0为其解,则必有E=

I=A=0,故
dV1
(t)

dt =0的集合内不含(4)式的非平凡轨线.由Lyapunov-LaSalle不变原理可知当Rc⩽1时,

模型(1)的无病平衡点E0 是全局渐近稳定的.

3 正平衡点的稳定性和Hopf分支的存在性

由上述证明可知:当Rc >1时,模型(1)存在唯一的地方病平衡点E1.
当τ>0时,设模型(1)在该点处的线性化系统为

du
dt=F1u(t)+F2u(t-τ), (5)

其中,

F1=

-x-(μ+p) -βσS* -βηS* -βδS*

x βσS* -(μ+α) βηS* βδS*

0 ρα -(μ+d+γ1+γ) 0
0 (1-ρ)α 0 -(μ+γ2)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
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,F2=

pe
-μτ 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

æ

è
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ç
ç
çç

ö

ø
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÷÷

,

u(t)= s(t) e(t)i(t) a(t)[ ]
T,x=β(σE* +ηI* +δA*).

则对应的特征方程为:

λ4+q1λ3+q2λ2+q3λ+q4+(p1λ3+p2λ2+p3λ+p4)e
-λτ

=0, (6)
这里

q1=4μ+d+γ1+γ+γ2+x+α-βσS*,

q2=(μ+d+γ1+γ)(μ+γ2)+(x+2μ+p+α-βσS*)+xβσS* +(x+μ+p)(μ+
  α-βσS*)-ραβηS* -(1-ρ)αβδS*,

q3=(μ+d+γ1+γ)(μ+γ2)(x+2μ+p+α-βσS*)+(x+μ+p)(μ+α-βσS*)(2μ+
  d+γ1+γ+γ2)+(2μ+d+γ1+γ+γ2)xβσS* +xραβηS* +(1-ρ)xαβδS* -
  ραβηS*(x+2μ+p+γ2)-(1-ρ)αβδS*(x+2μ+p+d+γ1+γ),

q4=(x+μ+p)(μ+α-βσS*)(μ+d+γ1+γ)(μ+γ2)+(μ+γ2)xραβηS* +(μ+d+
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  γ1+γ)(μ+γ2)xβσS* +(μ+d+γ1+γ)(1-ρ)xαβδS* -ραβηS*(x+μ+
  p)(μ+γ2)-(1-ρ)αβδS*(x+μ+p)(μ+d+γ1+γ),

p1=-pe
-μτ,p2=-[(2μ+d+γ1+γ+γ2)+(μ+α-βσS*)]pe

-μτ,

p3=-[(μ+d+γ1+γ)(μ+γ2)+(μ+α-βσS*)(2μ+d+γ1+γ+γ2)-

  ραβηS* -(1-ρ)αβδS*]pe
-μτ,

p4=-[(μ+α-βσS*)(μ+d+γ1+γ)(μ+γ2)-ραβηS*(x+μ+p)(μ+γ2)-

  (1-ρ)αβδS*(x+μ+p)(μ+d+γ1+γ)]pe
-μτ.

当τ=0时,方程(6)可化为

λ4+(q1+p1)λ3+(q2+p2)λ2+(q3+p3)λ+(q4+p4)=0, (7)
因此,根据Routh-Hurwitz判别法,若方程(7)的系数满足如下条件

H1:        q1+p1 >0,(q1+p1)(q2+p2)-(q3+p3)>0,

(q4+p4)
q1+p1 q3+p3 0
1 q2+p2 q4+p4

0 q1+p1 q3+p3

>0,

则方程(7)所有的根均有负实部.于是得到引理1.
引理1 当H1 成立且τ=0时,模型(4)的地方病平衡点E1 是局部渐近稳定的.
当τ≠0时,假设λ=iω 是方程(6)的一个纯虚根,则有

ω4-iq1ω3-q2ω2+iq3ω+q4+[cos(ωτ)-isin(ωτ)](-ip1ω3-p2ω2+ip3ω+p4)=0.
分离上式的实部与虚部,可得

ω4-q2ω2+q4=sin(ωτ)(p1ω3-p3ω)-cos(ωτ)(-p2ω2+p4), (8)

-q1ω3+q3ω=cos(ωτ)(p1ω3-p3ω)+sin(ωτ)(-p2ω2+p4). (9)
将方程(8)与(9)左右分别平方并相加,得

ω8+l1ω6+l2ω4+l3ω2+l4=0. (10)
其中

l1=q21-2q2-p2
1,l2=q22+2q4-2q1q3-p2

2+2p1p3,

l3=q23-2q2q4-p2
3+2p2p4,l4=q24-p2

4.
令ω2=􀭵ω,则

G(􀭵ω)=􀭵ω4+l1􀭵ω3+l2􀭵ω2+l3􀭵ω+l4=0. (11)
如果满足条件H2:l4=q24-p2

4=(q4+p4)(q4-p4)<0,则方程(11)至少存在一个正根.
假设(11)式存在n(1⩽n⩽4)个􀭵ωn.则方程(10)有n 个正实根且分别为

ω2= 􀭵ω1,ω2= 􀭵ω2,…,ωn = 􀭵ωn(1⩽n⩽4).
由方程(8)和(9)可得

sin(ωτ)=Fn =
(p1ω

3
-p3ω)(ω

4
-q2ω

2
+q4)+(-p2ω

2
+p4

)(-q1ω
3
+q3ω)

(p1ω
3
-p3ω)

2
+(-p2ω

2
+p4

)2
,

cos(ωτ)=Jn =
(p1ω

3
-p3ω)(-q1ω

3
+q3ω)-(-p2ω

2
+p4

)(ω4
-q2ω

2
+q4)

(p1ω
3
-p3ω)

2
+(-p2ω

2
+p4

)2
.

定义:τ
(j)

n =
1
ωn

cos-1(Jn)+
2πj
ωn

(1⩽n⩽4,j=0,1,2,3,…). (12)

易知当τ=τ
(j)

n
时,±iωn 是方程(6)的一对纯虚根.

设λ
(j)

n
(τ)=α

(j)

n
(τ)+iω

(j)

n
(τ)是方程(6)在τ=τ

(j)

n
附近的根,并满足α

(j)

n
(τ)=0,ω

(j)

n
(τ)=ωn.那么,

将λ
(j)

n
(τ)代入方程(7)则有

p(λ)+f(λ)e
-λτ

=0. (13)
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其中,p(λ)=λ4+q1λ3+q2λ2+q3λ+q4,f(λ)=(p1λ3+p2λ2+p3λ+p4).
在方程(13)两边关于τ求导得

p'(λ)
dλ
dτ+f'(λ)

dλ
dτe

-λτ
- λ+τdλdτ

æ

è
ç

ö

ø
÷f(λ)e

-λτ
=0,

dλ
dτ

é

ë
êê

ù

û
úú

-1

=
p'(λ)+f'(λ)e-λτ

λf(λ)e
-λτ -

τ
λ.

由p(iωn)+f(iωn)e
-iωnτ

(j)
n =0可得

Redλdτ
é

ë
êê

ù

û
úú

-1

τ=τn

=Re
p'(iωn

)+f'(iωn
)e-iωnτ

(j)
n

iωnf(iωn
)e-iωnτ

(j)
n

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
=Re

-f'(iωn
)

ωnf(iωn
)i

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú+

Re
p'(iωn

)

ωnp(iωn
)i

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=Im

f'(iωn
)

ωnf(iωn
)-

p'(iωn
)

ωnp(iωn
)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú .

设φ(ω)=|f(iω)|2-|p(iω)|2,则有φ(ω)=G(ω2).对|f(iω)2|求导,得

d
dω
(|f(iω)|2)=

d
dω
{[Ref(iω)]2+[Imf(iω)]2}=2Ref(iω)·Re[f'(iω)i]+

2Imf(iω)·Im[f'(iω)i]=2Re[f(iω)f'(iω)i].
所以

1
2ω
·dφ
dω=

1
2ω
·d
dω
(|f(iω)|2-|p(iω)|2)=

1
2ωIm p(iω)p'(iω)-f(iω)F'(iω)[ ] =

Im |f(iω)|2
p'(iω)
ωp(iω)-|p(iω)|2

p'(iω)
ωp(iω)

é

ë
êê

ù

û
úú .

由于|p(iω)|2=|f(iω)|2 可知 1
2ω
·dφ
dω

æ

è
ç

ö

ø
÷

ω=ωn

=|f(iωn)|2Im
p'(iωn

)

ωp(iωn
)-

p'(iωn
)

ωp(iωn
)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú .

综上所述,可得signRe
dλ
dτ

é

ë
êê

ù

û
úú

-1

τ=τ(j)n

=sign
1
2ω
·dφ
dω
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è
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÷

ω=ωn

é
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又 因 为 sign
dRe(λ)
dτ

é

ë
êê

ù

û
úú
τ=τ(j)n

= sign Redλdτ
é

ë
êê

ù

û
úú
τ=τ(j)n

= sign Redλdτ
é

ë
êê

ù

û
úú
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τ=τ(j)n

,sign[G'(ω2
n)] =

sign
1
2ω
·dφ
dω

æ

è
ç

ö

ø
÷

ω=ωn

é

ë
êê

ù

û
úú .所以sign

dRe(λ)
dτ

é

ë
êê

ù

û
úú
τ=τ(j)n

=sign[G'(ω2
n)].

显然,如果满足条件H3:G'(ω2
3)≠0,则

dRe(λ)
dτ

é

ë
êê

ù

û
úú
τ=τ(j)n

≠0.

令τ0=τ
(0)

n0
=min{τj

n|1⩽n⩽4,j=0,1,2,3,…},ω0=ωn0
.由上述分析可以得到定理3.

定理3 当Rc >1,且条件H1,H2 和H3 均成立时,则有

(1)当0⩽τ<τ0 时,模型(1)在地方病平衡点E1 处是局部渐近稳定的;
(2)当τ>τ0 时,模型(1)在地方病平衡点E1 处是不稳定的;
(3)当τ=τ0 时,模型(1)在地方病平衡点E1 处产生Hopf分支.

4 结 论

依据流感的传播机理,构建了一类具有免疫时滞和“媒体、疫苗接种和抗病毒治疗”三类综合干预措施的

SEIAR模型.首先,利用了再生矩阵方法给出了模型的控制再生数Rc.然后通过构造Lyapunov函数并运用

Lyapunov-LaSalle不变原理证明了当Rc<1时,模型(1)的无病平衡点是全局稳定的;并利用Routh-Hur-
witz判别,给出了地方病平衡点E1 的局部稳定性,得到了在一定条件下Hopf分支的存在性,揭示了免疫时

滞会影响流感疫情的传播.
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Aninfluenzatransmissionmodelwithimmune
delayandcomprehensiveinterventions

WangXiaojing,WangXueping,BaiYuzhen,ZhangMeng

(SchoolofScience,BeijingUniversityofCivilEngineeringandArchitecture,Beijing102616,China)

Abstract:Inthispaper,weconsiderthatanindividualwithinfluenzavaccinationhasadefinedimmuneperiod,sowees-
tablishanSEIARinfluenzamodelwithimmunedelayandthreetypesofcomprehensiveinterventionsincluding"media,vacci-
nationandantiviraltherapy".ByconstructingtheLyapunovfunctionandtheRouth-Hurwitzcriterion,thestabilityofthedis-
ease-freeequilibriumandtheendemicdiseaseequilibriumofthemodelareanalyzed.Furthermore,thesufficientconditionfor
theexistenceofHopfbifurcationneartheendemicequilibriumisgivenout.

Keywords:SEIARinfluenzamodel;Lyapunovfunction;immunedelay;stability;Hopfbifurcation
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