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基于Gumbel分布的熵风险度量的参数估计及渐近行为
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(扬州大学 数学科学学院,江苏 扬州225000)

摘 要:熵风险度量被广泛应用于金融风险领域,并取得了一定成果,但是将Gumbel分布与熵风险度量结合

起来的相关研究还比较少,考虑基于Gumbel分布的熵风险度量估计量的渐近行为,得到了3种不同估计量的渐近

正态性.还给出相关的随机模拟结果验证了理论结果的正确性.
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风险度量是基于经济自由化和全球化的背景下提出来的一个衡量金融风险的工具.Morgan投资银行首

次提出了在险价值(ValueatRisk,VaR)的概念,并建立了RiskMetrics风险控制模型用于计算VaR;文献

[1]全面阐述了VaR方法及相关应用.VaR方法的优点在于它能综合考量各种市场的不确定性因素,将潜在

的最大风险量化成具体值.随着研究深入,学者们发现VaR存在一定缺点.文献[2]在此基础之上提出一致风

险度量;文献[3]在一致风险度量的基础上增加了凸性,提出凸风险度量;文献[4-5]提出了条件风险度量

(ConditonalValueatRisk,CVaR),衡量超出VaR的那部分损失的平均值;文献[6]引进谱风险度量,研究

有关谱风险度量的投资组合优化的问题.风险度量理论逐渐发展,一种新的关于信息熵的风险度量方法开始

引起学者的关注.
关于熵的概念,最早是由德国的物理学家Clausius于1865年提出,他将热力学系统中熵的变化定义为

在一个可逆过程中,输入热量相对于温度的变化率,随后Boltzmann将其延拓到统计物理学中,他提出了

Boltzmann公式,将熵作为系统“混乱程度”的度量,20世纪中叶,文献[7]将熵的概念引入信道通信的过程

中,开创了“信息论”这门学科,Shannon定义的熵又被称为“信息熵”.信息熵是消除不确定性所需信息的度

量,起初被应用于信息的传输问题,后来逐渐被金融风险采纳,用来建立投资组合的优化模型等,随后最大

熵、Yager熵[8]等概念陆续被提出,奠定了信息熵的理论基础.由于信息熵刻画了系统的不确定性,因此它与

风险度量有着紧密的联系.文献[9]提出了熵风险度量(EntropicRiskMeasure),研究了它的一致性、凸性、
大偏差等.熵风险度量在金融数学中是一个重要的风险度量,它可以为不同个体提供不同的风险值.

在实际的应用中,风险对应的随机变量依赖于风险参数,风险参数未知的情况下我们需要进行参数估

计,可以选取不同的估计方法,例如矩估计、最大似然估计、Bayes估计、非齐次信度估计等.除此之外,研究上

述估计的极限性质是非常有意义的.渐近行为是风险度量理论研究的热点,它可以刻画风险度量估计的大偏

差原理、中偏差原理、渐近正态性等.
本文研究Gumbel分布条件下的熵风险度量估计量的渐近性质.首先,Gumbel分布是一种常见的极值

分布,被广泛应用于海洋、水文、气象、金融中,它可以计算不同时期的极端的高潮或低潮.Gumbel分布最初

是根据极值定理导出的,因此它在涉及极值的计算和研究中有大量的应用.文献[10]利用基因表达程序设计

和回归模型对Gumbel分布的洪水频率因子进行预测,提出了确定洪水频率因子的几种预测模型;文献[11]
通过Farlie-Gumbel-Morgenstern(FGM)的Copula理论研究了经典风险模型中独立索赔额假设的相关结构;
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文献[12]分析了海洋工程中年极值波高与相应风速的关系,基于Gumbel分布研究了它们的联合分布模型;
文献[13]采用Gumbel和 Weibull分布方法对科威特领海的实测波浪数据进行了极端分析.

Gumbel分布的概率密度函数为f(x)=exp{-(x-μ)/β+e-(x-μ)/β}/β其中,μ是位置参数,β是尺度参

数.累积分布函数为F(x,μ,β)=exp{-e
-(x-μ)/β}均值为E(X)=μ+γβ,其中γ是欧拉常数γ≈0.57722,

方差为Var(X)=π2β2/6.Gumbel分布一般采用的参数估计方法为矩法、极大似然法等.若随机变量X 服从

Gumbel分布,则参数μ 和β的矩估计为̂βM = 6S/π,̂μM =􀭿X -γ̂βM,其中􀭿X 为样本均值,S 为样本标准差.

还可以考虑极大似然法,关于参数μ和β的极大似然估计,可以得到关系式(∑xiexp(-xi/β))/(∑exp(-
xi/β))+β=􀭺x,借助数值方法,以逼近的方式解出β,再代入似然方程,可解出μ,记参数μ和β的极大似然估

计为μ̂ML 和̂βML 但是它们没有具体的表达式.
本文主要研究对象为熵风险度量,它的概念由Föllmer等人提出,定义如下.
定义1 随机变量X 的水平为α>0的熵风险度量定义为[3]:

ENTα(X)=
1
αlnE(e-αX), (1)

熵风险度量的稳健的表达形式为ENTα(X)=sup
Q∈M
{EQ(-X)-

1
αI
(Q,P)},M 为概率测度的集合,EQ 为关

于Q 的数学期望,I(Q,P)是相对熵,它的定义为:

I(Q,P)=
E ∂Q
∂Pln

dQ
dP
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  关于熵风险度量,前人做了大量研究,他们选取具有代表性的密度函数或者损失函数,对函数中的参数

进行估计,并讨论估计是否具有渐近最优性.文献[14]根据风险度量的可接受集,对它们的表示形式进行了

研究,并给出了凸风险度量与一致风险度量的对偶表达形式,同时给出了条件熵风险度量以及它的对偶表

达;文献[15]提出了期望效用-熵风险度量的模型,借此来分析一类决策者的财富水平变化对他们风险态度

的影响,并解释了相应的决策行为;文献[9]提出了熵风险度量和一致熵风险度量,对它们的性质和应用进

行了全面的阐述,同时给出了关于随机变量的加和形式和一致熵风险度量的两个极限性质;文献[16]将熵风

险度量的理论引进股票投资,提出一种与中国股票市场相适应的风险度量方法;文献[17]给出了熵风险度量

的性质和应用,通过Log-Sobolev不等式等方法给出一致熵风险度量的偏差估计和渐近行为结果;文献[18]
提出了一种新的一致风险度量,即熵条件风险(EntropicConditionalValue-at-Risk,ECVaR),展示了如何将

一致风险度量应用于实际的投资组合选择问题;文献[19]研究了2种熵风险度量,即一致熵风险度量(Co-
herentEntropicRiskMeasure)和凸熵风险度量,给出了最优投资组合的决策理论分析.虽然学者们将各种

模型与熵风险度量联系在一起,做了大量研究,但是基于Gumbel分布的熵风险度量的研究相对较少.
若X 服从位置参数为μ,尺度参数为β的Gumbel分布,则

E(e-αX)=∫
+∞

-∞
e-αXe

x-μ
β ee

x-μ
β dx/β=e-αμΓ(1+βα),

则g(μ,β)≜
1
αlnE(e-αX)=

1
αlnΓ

(1+βα)-μ,其中,Γ(x)=∫
+∞

0
tx-1e-tdt为Gamma函数.即随机变量X

在Gumbel分布下的熵风险度量为:

g(μ,β)=
1
αlnE(e-αX)=

1
αlnΓ

(1+βα)-μ.

由于参数μ 和β的极大似然估计没有显性表达式,因此考虑用矩估计来估计Gumbel分布的参数.容易求出

参数μ和β的矩估计为̂β= 6S/π,̂μ=􀭿X-γ̂β,其中,􀭿X 为样本均值,S为样本标准差,g(̂μ,̂β)可看作熵风险

度量g(μ,β)的一个估计.
本文的主要内容是研究熵风险度量的估计量g(̂μ,̂β)的渐近行为,给出该估计量的中心极限定理结果,

针对估计量中Gamma函数不好计算的问题,提出两种解决方法,一个是对数 Gamma的展开式,一个是
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Stirling公式,并研究在这两种方法下得到的估计量的渐近性质,最后通过随机模拟验证理论结果的正确性.

1 Gumbel分布下熵风险度量的参数估计的中心极限定理

定理1 已知X 服从位置参数为μ,尺度参数为β的Gumbel分布,(X1,…,Xn)为样本,则g(̂μ,̂β)具

有渐近正态性,n(g(̂μ,̂β)-g(μ,β))
L
→N(0,CTBC)其中:

CT= -1,
∫

+∞

0
αtαβe-tlntdt
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+∞

0
tαβe-tdt
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12(α4-α22),

B12=B21=ϕ11ϕ21(α2-α21)+(ϕ11ϕ22+ϕ12ϕ21)(α3-α1α2)+ϕ12ϕ22(α4-α22),

B22=ϕ2
21(α2-α21)+2ϕ21ϕ22(α3-α1α2)+ϕ2

22(α4-α22),

ϕ(α1,α2)=
1+ 6γα1(α2-α21)-1

/2/π - 6γ(α2-α21)-1
/2/2π
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ϕij 为ϕα1,α2
的第i行,第j列元素,αk =E(Xk),k=1,2,3,4.

证明 根据文献[20]的结论,有
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参数估计量 (̂μ,̂β)=(􀭿X -γ 6S/π,6S/π),定义映射:

ϕ(x,y)=(x- 6γ(y-x2)1/2/π,6(y-x2)1/2/π),

则 (̂μ,̂β)=ϕ(􀭿X,􀭿X2)=(􀭿X - 6γ(􀭿X2-􀭿X2)1/2/π,6(􀭿X2-􀭿X2)1/2/π),有

(μ,β)=ϕ(α1,α2)=(α1- 6γ(α2-α21)1
/2/π,6(α2-α21)1

/2/π), (3)

(2)式给出 n(􀭿X -α1,􀭿X2-α2)的极限分布,且(3)式在(α1,α2)处可微,有

ϕ(α1,α2)=
1+ 6γα1(α2-α21)

-1/2/π - 6γ(α2-α21)
-1/2/2π
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(4)式是(3)式在 (α1,α2)处的偏导数,因此,n(̂μ-μ,̂β-β)是渐近正态的,并且均值为0,协方差为
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经过计算,得B=
B11 B12

B21 B22
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11(α2-α2
1)+2ϕ11ϕ12(α3-α1α2)+ϕ2

12(α4-α2
2),

B12=B21=ϕ11ϕ21(α2-α2
1)+(ϕ11ϕ22+ϕ12ϕ21)(α3-α1α2)+ϕ12ϕ22(α4-α2

2),

B22=ϕ2
21(α2-α2

1)+2ϕ21ϕ22(α3-α1α2)+ϕ2
22(α4-α2

2),

ϕij 为ϕ(α1,α2)
的第i行,第j列元素.已知Γ(x)是可导函数,且导函数为dΓ(x)/dx=∫

+∞

0
tx-1e-tlntdt,所以

∂g(μ,β)
∂μ

=-1,
∂g(μ,β)
∂β

=
∫

+∞

0
αtαβe-tlntdt

∫
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0
tαβe-tdt
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0
tαβe-tdt)=CT,即

g 在(μ,β)处可微,根据Delta方法,̂μ 和̂β的极限分布可以推出g(̂μ,̂β)的极限分布,即 n(g(̂μ,̂β)-g(μ,
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β))
L
→N(0,CTBC).定理1得证.

由定理1可以看出,g(̂μ,̂β)作为熵风险度量的一个估计,有较好的极限性质,它渐近服从于正态分布,

同时可得 n(g(̂μ,̂β)-g(μ,β))

CTBC

L
→N(0,1).

由于g(̂μ,̂β)中包含Gamma函数,计算不方便,由文献[21]的结论,有lnΓ(x)=-γx+∑
∞

k=1

[x/k-

ln(1+x/k)],定义如下的估计量

gm (̂μ,̂β)≜
1
α -γ(1+α̂β)+∑

m

k=1

1+α̂β
k -ln1+

1+α̂β
k
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其中,m 为常数,当m 充分大时,gm (̂μ,̂β)可作为熵风险度量g(μ,β)的一个估计,有如下结果.
定理2 已知X 服从位置参数为μ,尺度参数为β的Gumbel分布,(X1,…,Xn)为样本,则gm (̂μ,̂β)具

有渐近正态性,n(gm (̂μ,̂β)-gm(μ,β))
L
→N(0,CT

1BC1),其中,CT
1=(-1,-γ+∑

m

k=1

(1/k-1/(k+1+

αβ))).
证明 定理2的证明和定理1的证明类似.
由定理2可以看出,gm (̂μ,̂β)作为熵风险度量的另一个估计,有较好的极限性质,它渐近服从于正态分

布,同时可得
n(gm (̂μ,̂β)-gm(μ,β))

CT
1BC1

L
→N(0,1).

针对Gamma函数不方便计算的问题,也可以使用Stirling公式来处理.由Stirling公式,lim
z→+∞

Γ(1+z)/

2πz(z/e)z =1,定义J(̂μ,̂β)≜
1
αln 2πα̂β(α̂β/e)α̂β[ ] -̂μ,当α̂β取值较大时,J(̂μ,̂β)也可作为熵风险度

量g(μ,β)的一个估计,有如下结果.
定理3 已知X 服从位置参数为μ,尺度参数为β的Gumbel分布,(X1,X2,…,Xn)为样本,J(̂μ,̂β)具

有渐近正态性,n(J(̂μ,̂β)-J(μ,β))
L
→N(0,CT

2BC2),其中,CT
2 =(-1,1/(2αβ)+lnαβ).

证明 定理3的证明和定理1的证明类似.
由定理3可以看出,J(̂μ,̂β)作为熵风险度量的一个估计,有较好的极限性质,它渐近服从于正态分布,

同时有 n(J(̂μ,̂β)-J(μ,β))

CT
2BC2

L
→N(0,1).

注记 每个定理中的方差可以近似计算.以定理1为例,用 1
n∑

n

i=1
Xk

i 替代E(Xk)即用样本矩替换B11,

B12,B21,B22 中所有的α1,α2,α3,α4,可以得到新的协方差矩阵B̂,易知,1
n ∑

n

i=1
Xk

i
P
→E(Xk),由依概率收

敛的连续性, CT̂BC
P
→ CTBC,由 Slutsky定理,n(g(̂μ,̂β)-g(μ,β))

CT̂BC

L
→N(0,1),同理可得

n(gm (̂μ,̂β)-gm(μ,β))

CT
1̂BC

T
2

L
→N(0,1),n(J(̂μ,̂β)-J(μ,β))

CT
2̂BC

T
2

L
→N(0,1).

2 中心极限定理的图像模拟

取位置参数μ=1,尺度参数β=2,对定理1、定理2和定理3的中心极限定理进行模拟,α 分别取1.00,

0.35,0.50,m=10000,分别取4个数据量,n=50,100,1000,2000,为方便起见,令Xn= n(g(̂μ,̂β)-g(μ,

β))/ CTBC,Yn = n(gm (̂μ,̂β)-gm(μ,β))/ CT
1BC1,Zn = n(J(̂μ,̂β)-J(μ,β))/ CT

2BC2,Q2 =
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n(J(̂μ,̂β)-g(μ,β))/ CT
2BC2.模拟结果见图1和图2,其中直方图代表标准化估计量的值,虚线代表直

方图的核密度估计,实线代表标准正态分布.

从图1和图2(a)可以看出,3个熵风险度量估计量,即g(̂μ,̂β),gm (̂μ,̂β)和J(̂μ,̂β)的模拟效果都比较

理想,当样本量取2000时,模拟效果最好,它们的核密度估计曲线(虚线)与标准正态分布曲线(实线)大致

重合.从图1(a)和图2(a)可以看出,定理1和定理3的模拟最好,核密度估计曲线与标准正态分布曲线基本

重合,即相比于gm (̂μ,̂β),g(̂μ,̂β)和J(̂μ,̂β)更渐近服从于正态分布.

由图2(b)可以看出,当样本量取2000时,J(̂μ,̂β)-g(μ,β)的模拟效果比较理想,核密度估计曲线与

标准正态分布曲线大致重合,因此可以推测J(̂μ,̂β)-g(μ,β)渐近服从正态分布.
综上所述,当位置参数μ=1,尺度参数β=2时,定理1、定理2和定理3的中心极限定理模拟效果都比

较理想,其中g(̂μ,̂β)和J(̂μ,̂β)表现最好.因此说明当熵风险度量的估计量中涉及的Gamma函数不方便计

算时,可以用Stirling公式代替Gamma函数进行计算,得到的结果更有实际意义.

3 结 论

本文首先考虑基于Gumbel分布的熵风险度量的估计量g(̂μ,̂β),得到了中心极限定理的结果,同时给

出了渐近正态分布的方差.针对g(̂μ,̂β)中包含Gamma函数,计算不方便的问题,提出了两种方法处理

Gamma函数,一个是对数Gamma的展开式,一个是Stirling公式,两种情况下均得到了理想的中心极限定

理.用样本矩替代原点矩,同时得到了渐近正态分布中方差的估计.最后通过随机模拟验证了主要结果,并发
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现了第3个估计量J(̂μ,̂β)估计g(μ,β)的效果比较理想.

参 考 文 献

[1] JORIONP.Risk:MeasuringtheRiskinValueatRisk[J].FinancialAnalystsJournal,1996,52(6):47-55.
[2] ARTZNERP,DELBAENF,EBERJM,etal.Coherentriskmeasures[J].MathematicalFinance,1999,9(3):203-228.
[3] FOLLMERH,SCHIEDA.Convexriskmeasuresandtradingconstraints[J].FinanceandStochastics,2002,6(4):429-447.
[4] ROCKAFELLERT,URYASEVS.Optimizationofconditionalvalue-at-risk[J].JournalofRisk,2000,2(3):21-42.
[5] ROCKAFELLERT,URYASEVS.Conditionalvalue-at-riskforgenerallossdistribution[J].JournalofBankingandFinance,2002,26(7):

1443-1471.
[6] ACERBIA,TASCHE,D.Onthecoherenceofexpectedshortfall[J].BankingFinance,2002,26:1487-1503.
[7] SHANNONCE.Amathematicaltheoryofcommunication[J].BellSystemTechnicalJournal,1948,27:379-423.
[8] YAGERRR.Measuresofentropyandfuzzinessrelatedtoaggregationoperators[J].InformationSciences,1995,82(3/4):147-166.
[9] FOLLMERH,KNISPELT.EntropicRiskMeasures:Coherencevs.Convexity,ModelAmbiguity,andRobustLargeDeviations[J].Sto-

chasticsandDynamics,2011,11(2/3):333-351.
[10] ONENF,BAGATURT.PredictionofFloodFrequencyFactorforGumbelDistributionUsingRegressionandGEPModel[J].Arabian

JournalforScienceandEngineering,2017,42(9):3895-3906.
[11] KEMALOGLUSA,SHAPIROAF,TANKF,etal.Usingfuzzylogictointerpretdependentrisks[J].InsuranceMathematicsandEco-

nomics,2018,79:101-106.
[12] LIUGL,CHENBY,GAOZK,etal.CalculationofJointReturnPeriodforConnectedEdgeData[J].Water,2019,11(2):1-15.
[13] Al-MASHANN,JRADIA,ALDASTHIH,etal.TheextremewavesinKuwaititerritorialwatersusingmeasureddata[J].OceanEngi-

neering,2019,190:1-11.
[14] FOLLMERH,SCHIEDA.Coherentandconvexriskmeasures[J].CancerResearch,2010,71(8Supplement):2075-2075.
[15] 杨继平,王中魁.基于期望效用-熵风险度量的决策者风险态度[J].北京航空航天大学学报(社会科学版),2010,23(5):53-56.

YANGJP,WANGZK.DecisionMaker'sRiskAttitudeBasedonExpectedUtility-EntropyMeasureofRisk[J].JournalofBeijingUni-

versityofAeronauticsandAstronautics(SocialScienceEdition),2010,23(5):53-56.
[16] 袁博,王建国.股票熵风险度量方法研究[J].ChineseJournalofEngineeringMathematics,2011,28(3):401-405.

YUANB,WANGJG.StudyontheEntropy-basedRiskMeasureMethod[J].ChineseJournalofEngineeringMathematics,2011,28(3):

401-405.
[17] YANJ.Estimationsandasymptoticbehaviorsofcoherententropicriskmeasureforsumsofrandomvariables[J].StatisticsandProbabili-

tyLetters,2014,91(8):171-180.
[18] CHENZP,HUQH.OnCoherentRiskMeasuresInducedbyConvexRiskMeasures[J].MethodologyandComputinginAppliedProba-

bility,2018,20(2):673-698.
[19] BRANDTNERM,KURSTENW,RISCHAUR.Entropicriskmeasuresandtheircomparativestaticsinportfolioselection:Coherencevs.

convexity[J].EuropeanJournalofOperationalResearch,2018,264(2):707-716.
[20] VANDERVAARTAW.AsymptoticStatistics[M].NewYork:CambridgeUniversityPress,1998.
[21] DUTKAJ.TheEarlyHistoryoftheFactorialFunction[J].ArchiveforHistoryofExactSciences,1991,43(3):225-249.

Parameterestimationofentropicriskmeasurebasedonthe
Gumbeldistributionandasymptoticbehaviors

YanJun,YanWanchen
(SchoolofMathematicsScience,YangzhouUniversity,Yangzhou225000,China)

Abstract:Entropicriskmeasureiswidelyappliedtothefieldoffinancialrisk,andsomeachievementshavebeenmade.
However,therearefewresearchesonthecombinationofGumbeldistributionandentropicriskmeasure.Weconsidertheas-

ymptoticbehaviorsofentropicriskmeasureestimatorbasedonGumbeldistributionandobtaintheasymptoticnormalityof
threedifferentestimators.Intheend,therelevantstochasticsimulationresultsaregiventoverifythecorrectnessofthetheo-
reticalresults.Theresultsshowthatthesimulationresultsofthethreeestimatorsareideal.

Keywords:entropicriskmeasure;Gumbeldistribution;centrallimittheorem
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