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摘 要 ：讨论一个食饵种群和捕食者种群同时感染疾病的捕食一被捕食模型，且考虑了由捕食者妊娠期引起 

的时滞．通过分析特征方程，得到了平衡位置的局部稳定和出现 Hopf分支的条件，并且由此给出了食饵或者捕食者 

种群灭绝的阈值条件以及种群内部疾病的基本再生数；利用比较定理，研究了边界平衡位置的全局稳定性． 
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模型的建立与描述 

以Kermack—Mckendrick为先驱的流行病动力学受到了很大的关注，数学模型已经成为分析、研究传染 

病流行与控制的重要工具，但是在这些成果中均假设所讨论的种群与其他种群没有任何联系，即这些流行病 

模型仅仅是描述了疾病在单个种群中的传播，由此得到了一些结论，然而实际情况却并非如此．在自然界中 

种群并非单独存在，考虑疾病在多个相互作用的种群之间传播的模型更具有实际意义．在过去的一段时间 

里，出现了许多研究疾病在食饵种群或捕食者种群中传播的捕食一被捕食模型l_1 ]，但是考虑疾病在捕食者 

和食饵两个种群之间传播的论文较少l7_11_．Hadelerl8 讨论了寄生虫突破种群限制，使得捕食者和食饵两个 

种群染病，假设捕食者种群由于捕食染病食饵而感染寄生虫病，而食饵种群由于生存在被染病捕食者污染的 

环境中从而得病．文章得到了在捕食者和无病食饵共存情况下流行病平衡位置或流行病周期解产生的阈值 

条件，并且得出结论：疾病的存在有利于捕食者种群的持续生存．文献[9]也考虑了一个两个种群均感染疾病 

的捕食一被捕食模型，即在食饵种群染病后，考虑到捕食者会与染病食饵接触传染或在其邻近区域内活动而 

感染疾病，捕食者之间不传播疾病，该文得到了决定种群共存或者疾病流行与否的再生数．Das[1。。。同样也探 

讨了一个捕食者和食饵都感染疾病的模型，但是与 Heishl_g 不同的是，它假设疾病同时感染食饵和捕食者种 

群，无病捕食者在捕获染病食饵后，并不会因此感染疾病，另外考虑疾病在两个种群中均发生垂直感染．这种 

情况在自然界有时也会发生，比如白斑症病毒病(由白斑杆状病毒引起)会在虾的无节幼体期和其他虾之间 

传播，原因是因为它们以棕囊藻属浮游植物为生，而这些浮游植物会被棕囊藻病毒性疾病感染．另外，文 

献[12]讨论了一个海洋浮游生态系统，这里浮游植物(比如隐芽植物)和浮游动物(比如轮虫类)均被某些病 

毒感染．有趣的结果是正常的捕食者在捕食染病食饵后不会感染疾病，这是由于染病食饵细胞内部酶的活动 

性，使得食饵细胞内病毒的活性减弱，不能感染捕食者种群．文献EIO]通过研究模型平衡位置的稳定性，得到 

了种群的生态再生数、疾病的基本再生数和种群灭绝的阈值条件，这些结论对于疾病的预防与控制有着重要 

的理论价值． 

本文考虑疾病同时感染食饵和捕食者种群的模型，假设整个食饵种群由两部分组成：一类为易感类食 

饵，记为 X ( )，另一类为染病类食饵，记为X。(￡)．同理，捕食者种群也分为两类：易感类捕食者、染病类捕食 
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者，分别用y ( )和y。( )表示；假设食饵按照Logistic法则生长，而且仅有易感类食饵X (￡)有生育能力，染 

病类食饵 X。( )无生育能力，但是对易感食饵种群的负载量仍有影响；假设疾病不发生垂直传染，染病类种 

群不会再恢复或获得免疫，此处疾病的发生率采用双线性发生率；假设易感类捕食者仅捕食易感类食饵，染 

病类捕食者无捕食能力，食饵种群向捕食者种群的转化率为 k(O< 五 1)．与文献ElO]不同的是，假设捕食 

者捕获食饵后能量的转化非即时的，而是一个由妊娠期引起的时滞，由以上的假设，可以写出下面的微分方 

程组 ： 

一 rX1(1一 )一 x _ P1 X1y ， 

瑙  
㈩  

等一 Xl(f y y y y2， 

警 y y y ， 
这里 r为易感类食饵种群的内禀增长率，K为负载量， 和a 分别为易感类向染病类转化的发生率系数，c 

为染病类食饵种群的死亡率．d ，d。分别代表了易感类捕食者和染病类捕食者种群的死亡率．P 为捕食者捕 

获食饵的捕获率，；为由捕食者的妊娠期引起的时滞． 

为了简便起见，对系统(1)进行无量纲化：z 一等， 一鲁， 一 ， 。一Y 2．记 一 ￡，所以无 
量纲化后的方程组为下面的形式 ： 

_

dxl
一甜1[1～( l+z2)]一 lz2一llzl 1， 

：：=z z。一 6 z ， 

幽  (2) 

_

dyl
— kl1zl(￡一 r) 1(￡一 z-)一 b2 】一 1弛 ， 

卺一 1 2 ， 
这里 a一 ，z === P1

，

6 一 C1
，

6。一 dl
，a 一  

0ll

，

63一 d2
，r一 为无量纲化系数，系统(2)的初始化 

条件为 ： 

( (臼)，声z( )， ( )， z( ))∈C — C(E--r，O]，R )， (0)> 0， (0)> 0，i= 1，2． (3) 

其中R4+一 {(z ， ，Y ， 。)∈R ：z ( )三三=0， (￡)三三=0，i= 1，2．}．在下文中，为了方便起见，用 t代表∞． 

2 初等结论 

定理 1 系统(2)满足初始条件(3)的解对所有的t 0都为正的． 

定理 2 如果系统(2)的初始条件满足 ( )+声 ( )≥ 1， ∈ [一r，0]，那么有(i)：对所有的 t 0， 

1( )+ 2(f) 1，且当t一+。。时，(z1( )，z2( )， 1(￡)， 2( ))一 (1，0，0，O)；或者(ii)：存在一个t。>0，使 

得当 t> t。时有 z ( )+z ( )< 1成立．如果 ( )+95。( )< 1，0∈[一r，O]，那么z (￡)+-zz( )< 1对 

所有的t 0都成立． 

定理 1的证明类似于文献[13]中引理的证明，定理 2的证明过程可参考文献[14]，此处略去． 

定理 3 存在一个正数 M，使得系统(2)的所有正解都满足：对充分大的 t， (f) M ( 一 1，2)，这里 

M一 生 ， 一min{b ，b。}． 
吐 “ 

证明 令 (￡)一妇 ( 一r)+ (￡)+ 。( )，计算 ( )沿系统(2)的导数，发现当t> T+r时， 

V ( )===akx1( 一r)[1一z1(f～r)一z2( 一r)]一是z1( 一r)z2( 一r)一b2．y1(≠)一b3Y2( )三三三 
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akxl( 一r)一akx ( 一r)一b2 1( )一b3Y2(￡)三三三(ak+ )z1( 一r)一akx}( 一r)一b2Y1(￡)一 

63 2( )一 z1(￡一r) (ak+ )z1(f—r)一以忌z}( 一r)一 ( )三三三 一 ( )， 
Ut 

这里 —min{6z，6。)．由比较定理知当 充分大时， ( )三三三 ．令 M 一 ，则当 充分大时 

Y ( ) M，( 一 1，2)．证毕． 

3 平衡位置的稳定性和 Hopf分支 

这里 

显然系统(2)有以下的非负平衡位置： 

E。(o，o，o，0)，E1(1，0，0，o)，E21(61， ，0，0)， 
a 十 1 

( ，0， ，o)， ， 。)， 

ace—llb3 b3 ∞(kl1一b2)一肠3 z； 
z 一 —  ’ 一  ’ 。 一 — — — —

act 

一  

以 一 

一— 二F_ 一 ’Y 一 ’Y 一 — ’ 

当b < 1时，边界平衡位置 E 存在；当b。< kl 时，E 存在；E。存在当且仅当ace(kl 一b )> kb。z} 

成立；正平衡位置 E 的存在条件为：aa(1一b )> b。z ，kl b > bz． 

下面通过分析平衡位置相应的特征方程，得到了边界平衡位置局部稳定的充分条件． 

定理 4 非负平衡位置E。(0，0，0，o)为不稳定的鞍点；令R 一 ，当R < 1时，边界平衡位置E (1， 
2 

0，o，o)局部渐近稳定，当R >1时，E (1，Q，0，o)为不稳定的；假设b <1，令R 一 血
，如果 R。 < 1，那 

02 

么非负平衡位置 E (6 ， ，0，0)局部渐近稳定，否则，E 不稳定． 
“ T  1 

此处略去证明． 

关于 E 的特征方程为： 

]( 一 )[ (鲁 )+ 

鲁+e --bzA+ )]_o， 
易知当∞( 一6。)< ；6。成立时， 一 一6。 竺 二 为负的，同时E3不存在． 

当6。< 6 时， 一 一6 一 为负的特征值．其他的特征值均由下面方程的解所决定 

(鲁+62)+ ( +业 ) (4) 
为了讨论方程(4)特征根的分布，我们利用文献[-15]中的结果． 

引理 1 E 考虑方程 

+ + e +f+ de一打 一 0， (5) 

在(5)中，假设 c+d≠0，a +b。+d ≠ 0，(5)式的不同虚根的个数可以为0，1或者 2． 

(1)若 C >d 而且 b +2c—a < 2 ，那么对所有的r>0，(5)与r一0时具有相同的稳定性． 

(2)若 c d。，且当r一0时(5)式不稳定，那么对所有的 r> 0，它均为不稳定的．如果当r一0时(5) 

为稳 的。那／z,当 r Fo )。(5)稳守；当 r> r 时，(5)不稳定 ， 罩 r 一 0 ／ ，0 ∈ r0，2丌]， > 0， 
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c 一  
1{(62+2C--a2)+[(6 +2C--a2)。一4(f2一 )] ／ )， 

cos 一 一 +一 + (c一 (￡J ) 

d + b ’ 

(3)若 c >d。且 b。+2c一口 > 2 ，那么(5)的稳定性将随着r的增加改变有限次，当r充分大 

时，它变为不稳定的，特别地，如果当r一0时(5)稳定，那么当r< ro， 时它仍为稳定的． 

把 一0代人(4)，得到 z+ + 一0，显然当 一。时，平衡位置E2 为局部渐近稳定的． 
P．L1 P．L 

把(4)改写为： 。+ + 1+ 2Ae- +，z2e 一 0，这里 

一 鲁 ，，z 一 ⋯一 z=== 2 1—2ab； 

容易验证 }一 ；一兹[6；一( 一26 ) ]：==一兹( 。一6。)( +462)<。． 
由引理 1，我们能够得到下面关于平衡位置E 。稳定性的结果． 

定理 5 设 R > 1，定义 R。。：== ， ／
zt D3 一 

(i)如果R >1或者R。 <1成立，那么边界平衡位置E。。(鲁，o， ，o)为不稳定的． 
(ii)如果 R 。< 1且R。 > 1成立，那么存在一个正值 ro使得当0 r< 时平衡位置E：。为局部渐 

近稳定的；当 r> 时，E 不稳定，这里 一0 ／ ，0 ∈Eo，2(1， > 0， 

一  1{( ；+2n1一mi)+ [( ；+2n 一 ；)。一4( ；一 {)] 。)， 

COS 0 一一 嵝 盟， in 0 ：：= ． i十m 
∞ ；十 mi(U 

下面利用引理 2来讨论平衡位置 E3的稳定性． 

引理 2 对于方程 (2)= z。+口 +bz+f，c> 0， 

(1)如果 口 一36 0，那么 ( )===0无正根；(2)如果 n> 0，b> 0，那么 ( )一 0无正根；(3)如果 

口 一3b> 0，b>0，口<0，那么h(z)一0可能有正根；(4)如果b< 0，那么 ( )===0可能有正根；(5)当 

h( )一0可能有正根时，如果 2a。一9ab一2(口。一3b)。／2+27c< 0成立，那么 h(z)=：=0有两个正根存在． 

平衡位置 E3的特征方程为： 

f +b 一 )[ s+ z( +kl 星 )+ ( z 主；+az )+∞z王 ．；| + 

e一打(一kl1 1 + ( 主1 1一akl1王}))]一0． 

显然当∞(1一b )< b l1时，特征值 一 

征值由下面方程的解所决定： 

堕二 为负的，同时正平衡位置 E*不存在．其他的特 
na 

。+ 。(ak +kl 互 )+A(akl 主 。+王 。)+OCt X 多 2+ 

e一打(一kl1星 + ( ；王 1一akl 主i))一 0． (6) 

将 r一0代人(6)，得 

。十 z + (a 多 2+kl 。； )+ 。； 。=0， (7) 

由Routh—Hurwitz法则，知道方程(7)所有的根均有负实部，也就是说，当∞(1一b )<b。z ，r一0时平衡位 

置 E3为局部渐近稳定的． 

将方程(6)改写为： 

。+ g2 + g1 +g0+ e- ( 2 + 1 )一 0， (8) 

这里g2=== z1+kl1主1，g1=akl1主l。+互 1 2，go=== 。主1 1 2，h2一一 1主1，h1一kl1 主1．；，1一akl1互l。． 

如果 为方程(8)的一个解，分离实部虚部，得到下面的结果： 
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一

g2 co + g0= h2叫 COS OA"一 hlo~sin ， 

一

g1 一 h1OJCOS c + h2 sin ． (9) 

’ 

将方程(9)两边平方相加，得： 

+c￡J ( 一2g 一h；)+(cJ。( 一2g。gz—h )+g 一 0． (10) 

在下文中假设方程(10)的系数满足引理 2中的条件(3)、(5)或者(4)、(5)，那么方程(10)有两个正根， 

记为 60 ，i一1，2．这意味着特征方程(8)有两对纯虚根±cU (忌一 1，2)．由(9)可知与 对应的rh为 

rh —
i

flrCCOS{ )+ ，忌一 ．扎一叭，z，⋯， 
令 V0= 0= min{r1 0，r2o}，叫0： 

现在对方程(8)关于 r求导，得 

f 1～一 ：± 墨 ±墨 + 垒 ±垒 一三一 
＼dr／ e一 ( 2 +h1 )。 ( 2 。+h1 ) 

3 + 2g2 + g1 ． 2h2 + h1 r 
— a(a。+ g2 +g1 + g。)。 ( 2 +hi ) ’ 

因此 

一 {Re( 忆。一Re{ 浮 一+ 

Re{ 忆。一 警豸 一 
h 2(U +2h~oJ +叫3( }一2 }g +2g g。h；一 ；g})一2 g02凡22∞：一g2oh} 

————__[ _二= 干 『二二 ——一 ’ 

假设(H)：̂ ； 。。+2 } 。 +CO (g；̂{一2 }g +2gg。2hi—h 2g；)一2 2凡 2 j一 }≠ 0． 

下面利用阮和魏_1。 的结果来分析方程(8)，为了方便讨论，先将文献[16]的结果陈述如下． 

引理 3_1 考虑指数多项式 

P(a，e--at ，⋯ ，e-atm)一 ”+ ；∞ +⋯ + + + 

[p“ +⋯+ +户 ]e +⋯+[户 +⋯+ +户 e～m， 

这里 o( 一1，2，⋯， )， ( ===o，1，⋯，m；J一 1，2，⋯， )为常数．当(r ，r ，⋯， )改变时，P(A， 

e_ ，⋯⋯，e--~rm)的零根的重数的和会发生改变当且仅当在右半开平面有一个零根出现或穿过虚轴． 

由引理 2、引理 3，得到下面的定理． 

定理 6 设 R > 1，定义 R。：：= ， 
03tl 

(1)如果R。> 1，那么平衡位置 E3(主 ，0， ， )为不稳定的． 

(2)如果R。< 1，且方程(10)的系数满足引理 2的(1)或者(2)，那么对所有的r> 0，非负平衡位置 E。 

都为局部稳定的． 

(3)如果R。<1，且方程(10)的系数满足引理2的(3)、(5)或者(4)、(5)，另外，(H)成立，那么当r∈[O， 

rn)时平衡位置 E 为局部渐近稳定的；当r=r。系统(2)在 E 处产生 Hop{分支． 

下面利用比较定理以及引理 4，讨论边界平衡位置的全局稳定性． 

引理 4m 考虑下面的方程 ；( )一船 ( 一r) 一 ( )，这里 ——6和r均为正常数，当t∈[一r，O]时 

(￡)> 0，有 

(i)如果 n> b，那么limx( )一+。。； 
f—- ∞  

(ii)如果 a< b，那么limx(≠)一 0． 、 
￡— 。。 

定理 7 如果 R < 1且 b 1，那么非负平衡位置E (1，0，0，0)为全局渐近稳定的． 

证明 由定理4，知道如果R < 1，E 为局部渐近稳定的．下面证明平衡位置E 的全局吸引性．根据定 

理 2的结论，由初始条件(3)满足条件不同，模型(2)的解可分为两种情况： 

(I)对于所有的t三三=0，成立 z (￡)+lz。(￡)三三三1且当t一+c×3时，( (￡)，z。(￡)，Y ( )，Y ( ))一 (1，0，0， 
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O)，即此时平衡位置 E 为全局吸引的． 

(II)存在 t。> 0，当t>t。时(或对所有的t三三=0)，满足z (￡)+z ( )< 1．此时显然lim supx ( ) 1， 

i一 (1，2)．由模型(2)的第 3个方程知当 t> T+r时， 

Yl(￡)一 kl1,271(￡一 r)yl(￡一r)一 b2Y1( )一ay1( )Y2(f) kl1Y1( 一 r)一 b2Y1( )． 

由引理 4，可得limy ( )==：0．对充分小的 e > 0且满足 < b。，存在 > T+r使得当t> T1， 

y1( )< ￡1． 

因此由模型(2)的第 4个方程可得，当 t> T 时 Y (￡) (￡)( 一b。)，由比较定理知limy。( )===0． 

由模型(2)的第 2个方程知当t> T时z (￡)< z ( )(1一b )． 

同理可得limxz(￡)一0．因此对充分小的￡。> 0，存在 T。> T1使得当t> T。，z。( )< e。． 

当t> T 时，由模型(2)的第 1个方程得： 

z (￡)三三三z1( )a一(n+1)e2一ll￡l一船1(￡)]， 

考虑下面的辅助方程 

( )一甜( )[n一(n+1)e2一z1￡1～aU( )]， 

易知limu( )一 二 ．由比较定理 ，得到 

1im inf (￡) ． 

由￡2和￡l的任意性，得lim infx1( )三三=1．因此有lira z1( )一 1．证毕． 

定理8 如果Rz <1 R b <1，那么边界平衡位置E。 (bl ，0，o)为全局渐近稳定的． 
证明 显然在本定理的条件下Ez 为局部渐近稳定的，下面只需证明它的全局吸引性．类似于定理7的 

证明，可得lim Y ( )一0，lim Yz(￡)一0．对充分小的￡> 0且满足 z ￡(1一b )，存在 T3> 0使得当t> T。时 

有一e< Y1(￡)< ￡． 

考虑 比较方程组 

flu ( )一倒](￡)[1一( ](￡)+“2(￡))]一 1( )甜，( )+z (f)， 1
“ ㈤ 一 。㈤ 一 12( 

和 

flv ( )===n 1( )[1一( (￡)+ (￡))]一721(￡) ，(f)一z ，(t) 1 ∽ ：=： ∽ 一 ㈤  ’ 2 

显然，点(6 ， )为模型(11)唯一的正的全局稳定平衡点，由比较定理，有 
1im supxl( ) 6 ，limsupx2(￡) ， 

同理 ，由模型(12)得到以下的结果 ： 

lim infx (￡) 6 ，lim infx ( )≥ 尘
．  

由e> 0的任意性，可得lim ( )一b ，limz ( )=== ．定理证毕． 

4 结 论 

结合参数的生物背景以及再生数的表达式，对每个再生数均进行分析探讨．根据定理4的结论，R 一 

决定了模型(2)的边界平衡位置E (1，。，。，。)的全局稳定性，这里R 一 一 kPIK
，模型(2)的边界平衡位 
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置 E (1，0，0，O)对应原模型(1)的平衡位置(K，0，0，0)，此处志P K表示在平衡位置(K，0，0，0)新生易感捕 

食者的出生率，了1为易感捕食者的寿命，因此R 一 可以理解为易感捕食者在平衡位置(K，0，0，o)处的 
1 a 1 ’ 

生态再生数．后面为了简便起见，就不再代回原模型(1)的参数，可做出类似的结论．Rz = 的大小是非 

负平衡位置E (6 ， ，0，o)全局渐近稳定的阈值条件，同理可以认为R 一 6 1是易感捕食者在 

平衡位置Ezi(b ， {竿，o，0)处的生态再生数．定理5中的R 一— (k ll --b2)，对于边界平衡位置 
Ezz( ，。， ，。)的稳定性起着至关重要的作用，这里R。。一 a 1

，其中 为在平 

衡位置 。新增的染病捕食者的数量， 为染病捕食者的寿命，即R 。可以理解为在平衡位置 E2 处染病捕 

食者的疾病再生数．下面对本文中的结论总结如下： 

当R1< 1且b 1时，平衡位置E (1，0，0，0)全局渐近稳定，疾病不再流行，捕食者种群灭亡；当R > 

1时，Et不稳定．对于平衡位置E2 (6 ， ，0，o)来说，当b < 1时，E 存在，此时若R < 1，E 全局 

渐近稳定，疾病在食饵种群中流行，捕食者种群灭绝；若 R > 1，则 E。 不稳定．当 R > 1时，平衡位置 

E ( ，0， 丝 ，o)存在
，若R 。< 1，R > 1且 o r< ，1时，E 为局部渐近稳定的，疾病不在整 

个生态种群中流行；反之若Rzz< 1，R。 >1且r> ，1时，E 不稳定；另外，当R。。>1或者R <1时，E。 

也是不稳定的．平衡位置E (王 ，0， ， )在R >1时存在，此时在R。< 1和其他条件保证下，E。局部渐近 

稳定，疾病在食饵种群中消亡；反之R。> 1时，E。不稳定，此刻若R > 1，正平衡位置 E ( ，z ， ， ) 

存在． 
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A Predator-prey Model with Disease in Prey and Predator 

LI Shuang ～，W ANG Xiaopan 

(a．College of Mathematics and Information Science；b．Henan Engineering Laboratory of Big Data Statistical Analysis and 

Optical Control；C．College of Xinlian，Henan Normal University，Xinxiang 453007，China) 

Abstract：In this paper，we discuss a predator-prey model with populations affected by disease and the time delay caused 

by pregnant period of predator population is considered．By analyzing the characteristic equation，sufficient conditions are de— 

rived for the local stability and Hopf bifurcation of the boundary equilibria，thus，threshold conditions of extinction for prey and 

predator p0pulationsand the basic reproductive number of disease for populations can be obtained．By comparison theorem ，cri— 

terion is established for the global stability of some boundary equilibria． 

Keywords：predator—prey model；time delay；Hopf bifurcation；global asymptotic stability；the reproductive number 


