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三耦合薛定谔方程组的离散线积分方法

王一帆,孙建强,陈宵玮

(海南大学 信息科学技术学院,海口570228)

摘 要:三耦合薛定谔方程组具有能量守恒特性,用保能量算法数值模拟三耦合薛定谔方程组孤立波的演化

行为具有重要意义.将三耦合薛定谔方程组转化成典则哈密尔顿系统,利用Boole离散线积分方法进行数值求解,得
到三耦合薛定谔方程的一个新的保能量格式.利用新格式数值模拟方程组在不同参数下孤立波的行为.数值结果表

明离散线积分方法可以很好模拟方程组孤立波的行为和保方程的能量守恒.
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在长时间数值模拟微分方程时,与经典数值方法(如Runge-Kutta方法和多步方法)相比较,保结构方法

(如辛几何算法和多辛算法等)具有保持微分方程守恒特性的优越性.近年来保能量方法成为保结构算法研

究热点[1-5].1996年,文献[6]首次提出了保能量的离散梯度方法.后来,文献[7]提出了保能量离散变分导数

方法求解非线性波动方程.文献[8-9]提出了平均向量场方法.这些方法在数值模拟哈密尔顿系统时能保持

系统的能量守恒.最近,文献[10-11]提出了新的保能量守恒的离散线积分方法,可以构造哈密尔顿系统任

意阶精度的高阶保能量格式.本文利用离散线积分方法求解具有能量守恒特性的三耦合薛定谔方程组.

1 三耦合薛定谔方程组

三耦合薛定谔方程组是科学与工程中的一个重要数学模型,广泛应用于光纤通信、生物物理、流体力学

和量子力学等学科中.分析和求解三耦合薛定谔方程组成了数学家和物理学家们常研究的课题之一.在本文

中,研究如下三耦合薛定谔方程组[12]
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设初始条件ψ1(x,0)=(ψ1)0(x),ψ2(x,0)=(ψ2)0(x),ψ3(x,0)=(ψ3)0(x),x∈R,t>0,α1,α2,α3 是弥

散系数,σ特是描述波包自调制的Landau常数,e是描述波包交叉调制的波相互作用的系数.方程组(1)具有

如下能量守恒特性
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2 三耦合薛定谔方程的哈密尔顿形式

令ψ1=q1(x,t)+iq2(x,t),ψ2=q3(x,t)+iq4(x,t),ψ3=q5(x,t)+iq6(x,t),方程组(1)等价于

q1t=-α1q2xx -(σ(q21+q22)+e(q23+q24)+σ(q25+q26))q2,

q2t=α1q1xx +(σ(q21+q22)+e(q23+q24)+σ(q25+q26))q1,

q3t=-α2q4xx -(e(q21+q22)+σ(q23+q24)+e(q25+q26))q4,

q4t=α2q3xx +(e(q21+q22)+σ(q23+q24)+e(q25+q26))q3,

q5t=-α3q6xx -(σ(q21+q22)+e(q23+q24)+σ(q25+q26))q6,

q6t=α3q5xx +(σ(q21+q22)+e(q23+q24)+σ(q25+q26))q5.

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(3)

方程组(3)可表示成如下典则哈密尔顿系统
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其中z=(q1,q2,q3,q4,q5,q6)T,相应的哈密尔顿函数为
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  为了离散哈密顿偏微分方程(4),在空间的方向,选择用傅里叶拟谱方法离散[13-14].设傅里叶拟谱微分

矩阵Dk 离散k阶偏微分算子,则D1 和D2 分别是一阶∂x 和二阶∂xx 谱微分矩阵可表示如下:
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其中i,j=0,1,…,N -1,μ=
2π
L
,L 是空间积分区间的长度,N 是一个正偶数.方程组(1)的半谱离散格式

如下:
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格式(6)~(11)式可写成如下有限维典则的哈密尔顿系统:
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dZ
dt=f(Z)=􀭿NH(Z),􀭺J=
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其中Z=[QT
1,QT

2,QT
3,QT

4,QT
5,QT

6]T,Q1=(q1,0,q1,1,…,q1,n-1)T,其他类推.I是N×N 单位矩阵,相应的哈

密尔顿函数为

H(Z)=∑
N-1

i=0

σ
4
((q21i+q22i)2+(q23i+q24i)2+(q25i+q26i)2)+

σ
2
(q21i+q22i)(q25i+q25i)+

e
2
(q23i+

q24i)((q21i+q22i)+(q25i+q26i))+
α1
2
(QT

1D2Q1+QT
2D2Q2)+

α2
2
(QT

3D2Q3+QT
4D2Q4)+

α3
2
(QT

5D2Q5+QT
6D2Q6). (13)

3 三耦合薛定谔方程的Boole离散线积分方法

哈密尔顿系统(12)的能量 H(Z)是一个守恒常量.利用离散线积分方法对该系统(12)进行求解.设由初

值Z0 得到的t=h 处的数值解Z1.在这里,考虑最简单的连接Z0 和Z1 的路径为

σ(ch)=cZ1+(1-c)Z0,c∈ [0,1]. (14)
如果在t=0和t=h 的能量相等,也就是

H(Z1)-H(Z0)=H(σ(h))-H(σ(0))=∫
h
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1

0
▽H(σ(ch))Tσ'(ch)dc=

h∫
1

0
▽H((cZ1+(1-c)Z0))T(Z1-Z0)dc=h[∫
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设

Z1=Z0+h􀭺J∫
1

0
▽H(cZ1+(1-c)Z0)dc. (16)

事实上,􀭺J 是反对称的,则可以得到

∫
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如果 H ∈Πv,在(16)式右侧的被积函数就有v-1度,(16)式能够精确的数值积分,也就相当于一个基于v

的等距横坐标在[0,1]区间上的牛顿-科茨公式.由于f(·)=􀭺J▽H(·),对格式(16)数值离散后,可得到

Z1=Z0+h∑
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i=1
βif(ciZ1+(1-ci)Z0)≡Z0+h∑
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bif(Yi),其中ci=
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t-cj

ci-cj
dt,i=1,…,v. (18)

  在这里,考虑到计算效率的问题,选用Boole公式,当v=5时,可以得到系统(12)的离散线积分格式

Z1=Z0+
h
90
􀭺J(7▽H(Z0)+32▽H(

3Z0+Z1

4
)+12▽H(

Z0+Z1

2
)+

32▽H(
Z0+3Z1

4
)+7▽H(Z0)), (19)

显然该格式是对称的,并且具有四阶精度.若 H 是阶小于等于4的多项式哈密尔顿函数,格式(19)一定是精
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确保能量的.

4 数值模拟

为了有效地验证构造的离散线积分格式(19)的保能量守恒特性,定义相对能量误差为 RE(t)=
H(Zn)-H(Z0)

H(Z0) ,其中 H(Z0)为初始能量.

4.1 数值模拟1
首先考虑e=1时孤立波的碰撞情况.设三耦合薛定谔方程组初始条件为

ψ1(x)=a0(1-εcos(lx)),

ψ2(x)=b0(1-εcos(l(x+θ))),

ψ3(x)=c0(1-εcos(lx)),

ì
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(20)

其中α1=α2=α3=e=1,l=0.5.取周期边界条件为[-4π,4π],时间步长Δt=0.005,空间置配点N =128.
图1表示当a0=b0=c0=0.3,ε=0.1,θ=0时利用离散线积分格式模拟三耦合薛定谔方程组在t=[0,100]
的数值解.图2表示当a0=0.2,b0=0.3,c0=0.2,ε=0.1,θ=0时利用离散线积分格式模拟三耦合薛定谔方

程组在t=[0,100]的数值解.图3表示方程在t=[0,100]内的相对能量误差.显然,离散线积分格式(19)有
很好的计算精度,并且可以精确地保持方程(12)的能量守恒特性.
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4.2 数值模拟2

下面考虑在e=
2
3

时孤立波的演化情况.初始条件(20)不变,图4表示当a0=b0=c0=0.3,ε=0.1,θ=

9π
4

时孤立波的演化情况.图5表示当a0=0.3,b0=0.4,c0=0.3,ε=0.1,θ=0时孤立波的演化情况.图6表示

方程在t=[0,100]内的相对能量误差.根据图4~6可以看出,离散线积分格式同样具有好的计算精度和保

系统的能量守恒特性.

5 结 论

基于Boole离散线积分方法,构造了三耦合薛定谔方程组的离散线积分格式.利用构造的离散线积分格

式数值模拟孤立波的演化行为并分析格式的相对能量误差.数值结果表明,该方法可以很好地模拟孤立波的

演化行为,且精确地保持方程组的能量守恒.在数值模拟三耦合薛定谔方程组中,本文基于Boole离散线积

分方法的数值格式在保能量方面具有明显的优越性.
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Discretelineintegralmethodfor3-coupledSchrödingerequations

WangYifan,SunJianqiang,ChenXiaowei

(CollegeofInformationScienceandTechnology,HainanUniversity,Haikou570228,China)

Abstract:ThreecoupledSchrodingerequationshavetheenergyconservationproperty.Energyconservationnumerical
methodofthreecoupledSchrodingerequationshasimportantmeaninginsimulatingthesolitarywavebehaviorsoftheequatoi-
ons.Inthispaper,threecoupledSchrodingerequationsweretransformedintotheclassicalHamiltonsystem,theBoolediscrete
lineintegralmethodwasappliedtotheclassicalHamiltonsystem.ThenewenergyconservingschemesofthreecoupledSchrod-
ingerequationsisobtained.Thenewschemeisappliedtosimulatethesolitarywavebehaviorswithdifferentparameters.Thenu-
mericalresultsshowthatthediscretelineintegralmethodcanwellsimulatethesolitarywavebehaviorsoftheequationsand

preservetheenergyconservation.

Keywords:3-coupledSchrödingerequations;Hamiltonsystem;discretelineintegralmethod;spectralmethod
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