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带有Allee效应和Lévy噪声的Leslie-Gower
捕食-被捕食模型的研究

王小攀a,李爽b

(河南师范大学a.新联学院;b.数学与信息科学学院,河南 新乡453007)

摘 要:讨论了一个带有Allee效应和Lévy噪声的Leslie-Gower模型,根据伊藤公式和随机微分方程的比较

定理,研究了模型的全局正解的存在性,给出了种群均值稳定、均值持久生存以及灭绝的阈值条件.进一步讨论了随

机模型解的随机最终有界性.最后,给出数值模拟来验证文中的结论.
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近年来Leslie-Gower模型得到了广泛的关注,它假设捕食者种群的增长率为Logistic类型,且捕食者种

群的负载量与食饵种群的数量成正比.文献[1-2]讨论了一个修正的Leslie-Gower模型,
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这里N(t)与P(t)分别代表食饵种群和捕食者种群在时刻t的种群密度,所有参数为正,r与s1代表食饵种

群和捕食者种群的内禀增长率,c1 表示捕获率,a1 与a2 分别表示环境对食饵和捕食者种群的庇护程度.
Allee在文献[3]中首次提出Allee效应,种群密度较低时,将会出现种群个体难以找到配偶或者近亲繁

殖,难以抵御天敌以及相互协作减少等后果,可以参考文献[4-6].Allee效应在模型中有不同的形式,一般

来说,如果N(t)表示种群的密度,那么在Logistic方程中增加一项“-A(N)”[7],也就是加法形式的Allee

效应,这里A(N)=
m

N +b
,即dN(t)

dt =rN(t)1-
N(t)
K

æ

è
ç

ö

ø
÷-

mN(t)
N(t)+b

,m 和b表示Allee效应对种群生长

造成的严重损害程度[8].
众所周知,自然界中种群动力系统不可避免地受到环境噪声的影响,目前已有很多论文利用白噪声和

Lévy噪声来模拟环境的随机变化,可以参考文献[9-14].鉴于环境的随机变化,讨论一个带有Allee效应和

Lévy噪声的Leslie-Gower捕食-被捕食模型,

dN(t)=[rN(t)(1-
N(t)
K
)-

mN(t)
N(t)+b-

cN(t)P(t)
N(t)+a1

]dt+

σ1N(t)dB1(t)+∫Y
γ1(u)N(t-)N(dt,du),

dP(t)=[sP(t)(1-
P(t)

N(t)+a2

)]dt+σ2P(t)dB2(t)+∫Y
γ2(u)P(t-)N(dt,du),

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(2)

初始条件为(N0,P0)∈R2+,c,s代替模型(1)中的参数c1,s1,所有参数的意义与模型(1)一样.类似文献[4,8],
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m 和b表示Allee效应对种群生长造成的严重损害程度.Bi(t)(i=1,2)是定义在完备概率空间(Ω,F,P)上

相互独立的布朗运动,概率空间上的流{Ft}t∈R+
满足一般条件.σ2

i(i=1,2)是白噪声的强度.N(dt,du)=
N(dt,du)-λ(du)dt,N 是在(0,+∞)中的可测集Y 上具有特征测度λ 的泊松计数测度,λ(Y)< ∞.γi∶
Y×Ω→R关于特征测度λ有界连续且B(Y)×Ft-可测,γi(u)>-1,i=1,2.在模型(2)中,N(t-)与P(t-)
表示N(t)和P(t)的左极限.

1 全局正解的存在性

定理1 对于任意的初值 (N0,P0)∈R2+,模型(2)在[0,+∞)上存在唯一正解(N(t),P(t)).
定理1的证明与文献[9]类似,此处省略.

当t⩾0时,若sup
t⩾0∫

t

0∫Y
exp(v-t)[γi(u)-ln(1+γi(u))]λ(du)dv<∞,i=1,2,根据文献[10]的推

论4.1,因此下面定理成立.

定理2 如果sup
t⩾0∫

t

0∫Y
exp(v-t)[γi(u)-ln(1+γi(u))]λ(du)dv<∞,i=1,2,t⩾0.那么模型(2)

的解(N(t),P(t))满足lim
t→∞
sup
lnN(t)

t ⩽0,lim
t→∞
sup
lnP(t)

t ⩽0,a.s.

2 种群的均值稳定性与灭绝

设∫Y
[ln(1+γi(u))]2λ(du)<q,i=1,2,这里q是常数.

定义1 设m(t)表示种群在时刻t的密度,
(1)如果lim

t→∞
m(t)=0,则称种群灭绝;

(2)如果lim
t→∞

1
t∫

t

0
m(v)dv>0,则称种群为均值稳定;

(3)如果lim
t→∞
inf1t∫

t

0
m(v)dv>0,则称种群为均值强持续生存;

(4)如果lim
t→∞
sup

1
t∫

t

0
m(v)dv>0,则称种群为均值弱持续生存;

(5)如果0<α1⩽lim
t→∞
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t

0
m(v)dv⩽lim

t→∞
sup

1
t∫

t

0
m(v)dv⩽α2,a.s.,这里αi(i=1,2)为常数,则

称种群为均值持久生存.
根据伊藤公式(见文献[15]),模型(2)化为
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此处Mi(t)=∫
t

0∫Y
ln(1+γi(u))N(dv,du),i=1,2.Mi(t)为局部鞅,根据文献[16]中的命题2.4和假设条

件,得 <Mi,Mi>(t)=∫
t

0∫Y
[ln(1+γi(u))]2λ(du)dv<qt,i=1,2.利用强大数定律,易证

lim
t→∞

Mi(t)
t =0,a.s.i=1,2. (5)

下面分3种情况讨论:
(Ⅰ)由(4)式,得

1
tln

N(t)
N0

⩽ (r-n1)-
r
K
1
t∫

t

0
N(v)dv+

σ1B1(t)
t +

M1(t)
t

, (6)

如果r<n1,根据lim
t→∞

Bi(t)
t =0,a.s.i=1,2,以及(5)式,知lim

t→∞
sup
lnN(t)

t <0,这意味着lim
t→∞

N(t)=0.同理,

如果s<n2,易得lim
t→∞

P(t)=0.

(Ⅱ)根据(6)式和文献[17]中的引理2,当r>n1+
m
b

时,可得lim
t→∞
sup

1
t∫

t

0
N(v)dv⩽

(r-n1)K
r .类似

于(Ⅰ)中的证明,当s<n2时,有lim
t→∞

P(t)=0,此时,对于任意小的正数ε1,存在一个正数T1使得当t>T1

时,有-ε1 <P(t)<ε1,那么

1
tln

N(t)
N0

⩾ (r-n1-
m
b -

cε1
a1

)-
r
K
1
t∫

t

0
N(v)dv+

σ1B1(t)
t +

M1(t)
t .

利用文献[17]中的引理2以及ε1 的任意性,知当r>n1+
m
b

时,成立

lim
t→∞
inf1t∫

t

0
N(v)dv⩾

(r-n1-
m
b
)K

r .

  (Ⅲ)根据(Ⅰ)的证明可得,当r<n1时,lim
t→∞

N(t)=0.对于一个任意的正数ε2,当t充分大时N(t)满足

-ε2 <N(t)<ε2,因此,

1
tln

P(t)
P0

⩽ (s-n2)-
1
t∫

t

0

sP(v)
ε2+a2

dv+
σ2B2(t)

t +
M2(t)
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,

1
tln

P(t)
P0

⩾ (s-n2)-
1
t∫

t

0

sP(v)
a2-ε2

dv+
σ2B2(t)

t +
M2(t)
t .

利用文献[17]中的引理2,当s>n2 时,由上面两式可得

(s-n2)(a2-ε2)
s ⩽lim

t→∞
inf1t∫

t

0
P(v)dv⩽lim

t→∞
sup

1
t∫

t

0
P(v)dv⩽

(s-n2)(a2+ε2)
s

,

由ε2 的任意性,

lim
t→∞

1
t∫

t

0
P(v)dv=

(s-n2)a2

s .

即下面结论成立.
定理3 (Ⅰ)若r<n1,s<n2,食饵种群和捕食者种群均走向灭亡.

(Ⅱ)若r>n1+
m
b
,s<n2,那么食饵种群为均值持久生存,即

(r-n1-
m
b
)K

r ⩽lim
t→∞
inf1t∫

t

0
N(v)dv⩽lim

t→∞
sup

1
t∫

t

0
N(v)dv⩽

(r-n1)K
r

,

而捕食者种群将会灭亡.

(Ⅲ)若r<n1,s>n2,食饵种群灭绝,而捕食者种群为均值稳定的,即lim
t→∞

1
t∫

t

0
P(v)dv=

(s-n2)a2

s
,
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a.s.

3 随机最终有界性

定义2 对于任意的初值 (N0,P0)T ∈R2+,模型(2)满足该初值的解(N(t),P(t))T 有下面的性质,如

果对任意的∈ (0,1),存在一个常数 H∶=H()使得lim
t→∞
supP{|(N(t),P(t))T|⩽H}⩾1-,则称解

(N(t),P(t))T 为随机最终有界的.

定理4 若a2 >K1(1),这里K1(1)=
(1+r)2K
4r

,那么对所有的p>0,存在常数Ki(p)(i=1,2)满足

lim
t→∞
supE[N

p(t)]⩽K1(p),lim
t→∞
supE[P

p(t)]⩽K2(p),a.s.

此处 (N(t),P(t))T 为模型(2)满足初值(N0,P0)T ∈R2+ 的解.
证明 利用伊藤公式,

d(etNp(t))=etNp(t){1+p[r(1-
N(t)
K
)-

m
N(t)+b-

cP(t)
N(t)+a1

]+
p(p-1)
2 σ21+

∫Y
[(1+γ1(u))

p -1-pγ1(u)]λ(du)}dt+pσ1etN
p(t)dB1(t)+

∫Y
etNp(t)[(1+γ1(u))

p -1]N(dt,du),

取期望得:

E(etNp(t))=Np
0+E∫

t

0
evNp(v){1+pr+

p(p-1)
2 σ21+∫Y

[(1+γ1(u))
p -1-pγ1(u)]λ(du)-

prN(v)
K -

pm
N(v)+b-

cpP(v)
N(v)+a1

}dv⩽Np
0+E∫

t

0
evNp(v){1+pr+

p(p-1)
2 σ21+∫Y

[(1+γ1(u))
p -1-pγ1(u)]λ(du)-

pr
KN(v)}dv.

注意到对于函数f(v)=vp(a-bv),v∈ [0,+∞),p>0,a>0,b>0,f(v)在 ap
(p+1)b

处取得最大

值,即

f(v)⩽
a
p+1p

p

(p+1)
p+1b

p
. (7)

所以,E(etNp(t))⩽Np
0+E∫

t

0
evK1(p)dv⩽Np

0+K1(p)(et-1),这里

K1(p)=
[1+pr+

p(p-1)
2 σ21+∫Y

[(1+γ1(u))
p -1-pγ1(u)]λ(du)]

p+1K
p

(p+1)
p+1r

p
.

令t→+∞,得到

lim
t→∞
supE[Np(t)]⩽K1(p),a.s. (8)

类似地,

d(etPp(t))=etPp(t){1+ps[1-
P(t)

N(t)+a2

]+
p(p-1)
2 σ22+∫Y

[(1+γ2(u))
p -

pγ2(u)-1]λ(du)}dt+pσ2etP
p(t)dB2(t)+∫Y

etPp(t)[(1+γ2(u))
p -1]N(dt,du).

那么

E(etPp(t))=Pp
0+E∫

t

0
evPp(v){1+ps[1-

P(v)
N(v)+a2

]+
p(p-1)
2 σ22+
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∫Y
[(1+γ2(u))

p -pγ2(u)-1]λ(du)}dv,

由于-
sP(v)

N(v)+a2
=-

sP(v)
a2

+
sN(v)P(v)

a2(N(v)+a2)
,

E(etPp(t))=Pp
0+E∫

t

0
evPp(v){1+ps+

p(p-1)
2 σ22+∫Y

[(1+γ2(u))
p -pγ2(u)-1]λ(du)-

psP(v)
a2

+
psN(v)P(v)

a2(N(v)+a2)
}dv⩽Pp

0+E∫
t

0
evPp(v){1+ps+

p(p-1)
2 σ22+∫Y

[(1+γ2(u))
p -

pγ2(u)-1]λ(du)-
ps
a2

P(v)+
ps
a2
2

N(v)P(v)}dv⩽Pp
0+E∫

t

0
evPp(v){1+

ps+
p(p-1)
2 σ22+∫Y

[(1+γ2(u))
p -pγ2(u)-1]λ(du)-

ps
a2

P(v)}dv+
ps
a2
2
∫

t

0
evE(N(v))E(Pp+1(v))dv.

根据(8)式,对于满足a2-K1(1)>ε>0的常数ε,存在正数T 使得当t>T 时,有

E(Np(t))⩽K1(p)+ε.
则

E(etPp(t))⩽Pp
0+E∫

t

0
evPp(v){1+ps+

p(p-1)
2 σ22+∫Y

[(1+γ2(u))
p -

pγ2(u)-1]λ(du)-
ps
a2

P(v)}dv+
ps
a2
2
∫

t

0
ev(K1(1)+ε)E(P

p+1(v))dv⩽

Pp
0+E∫

t

0
evPp(v){1+ps+

p(p-1)
2 σ22+∫Y

[(1+γ2(u))
p -pγ2(u)-

1]λ(du)-[
ps
a2

-
ps
a2
2

(K1(1)+ε)]P(v)}dv,

考虑到a2 >K1(1)+ε,利用(7)式,

E(etPp(t))⩽Pp
0+E∫

t

0
evK2(p)dv=Pp

0+K2(p)(et-1), (9)

此处

K2(p)=
[1+ps+

p(p-1)
2 σ22+∫Y

[(1+γ2(u))
p -pγ2(u)-1]λ(du)]

p+1a2p
2

(p+1)
p+1s

p[a2-K1(1)-ε]
p

,

K1(1)=
(1+r)2K
4r .定义

K2(p)=
[1+ps+

p(p-1)
2 σ22+∫Y

[(1+γ2(u))
p -pγ2(u)-1]λ(du)]

p+1a2p
2

(p+1)
p+1s

p[a2-K1(1)]
p

,

注意到ε的任意性,可得lim
t→∞
supE[Pp(t)]⩽K2(p).

根据定理4和Chebyshev不等式,易证以下结论.

定理5 若a2 >
(1+r)2K
4r

,模型(2)的解随机最终有界.

4 数值模拟

为了更好地验证文中的结果,按照文献[18]中的方法给出了一些例子和数值模拟.对于模型(2),定义初
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值 (N0,P0)=(0.5,0.5),K=1,m=0.3,b=0.5,c=0.5,a1=0.5,a2=0.5,σ1=0.5,σ2=0.5,Y=(0,+∞),

λ(Y)=1,步长为Δt=0.1.
(a)设r=0.7,s=0.1,γ1(u)=-0.8,γ2(u)=-0.8,其他参数同上,此时,

n1=
σ21
2+∫Y

[γ1(u)-ln(1+γ1(u))]λ(du)=0.9344,

n2=
σ22
2+∫Y

[γ2(u)-ln(1+γ2(u))]λ(du)=0.9344,

显然,r<n1,s<n2,根据定

理3,两个种群均会走向灭亡,
参见图1.

(b)令r=0.9,s=0.1,

γ1(u)=0.2,γ2(u)= -0.8,
其他参数不变,则n1=0.1427,

n2=0.9344,n1+
m
b =0.7427

且r>n1+
m
b
,s<n2,根据定

理3中的结论(Ⅱ),食饵种群

均值持久生存,而捕食者种群

灭亡,这与图2结论一致.
(c)令r =0.7,s=0.5,

γ1(u)=-0.8,γ2(u)=0.2,其
他参数不变,那么n1=0.9344,

n2=0.1427,r<n1,s>n2,
根据定理3中的结论(Ⅲ),食
饵种群走向灭绝,而捕食者种群为均值稳定的,这与图3相符.

5 结 论

文中结论表明无论是白噪声还是Lévy噪声都不利于种群的持续生存,从数值模拟的例子可以看出,

Lévy噪声和高斯白噪声对于随机模型中种群的持久生存有着重要的影响,因此在研究生物种群时非常有必
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要考虑环境的随机变化因素.

参 考 文 献

[1] AZIZ-ALAOUIM A,DAHEROKIYEM.Boundednessandglobalstabilityforapredator-preymodelwithmodifiedLeslie-Gowerand

Holling-typeIIschemes[J].ApplMathLett,2003,16(7):1069-1075.
[2] NINDJINAF,AZIZ-ALAOUIMA,CADIVELM.Analysisofapredator-preymodelmodifiedLeslie-GowerandHolling-typeIIschemes

withtimedelay[J].NonlinearAnalysis:RWA,2006,7(5):1104-1118.
[3] ALLEEWC.AnimalAggregations,aStudyinGeneralSociology[M].Chicago:TheUniversityofChicagoPress,1931.
[4] DENNISB.Alleeeffects:populationgrowth,criticaldensity,andthechanceofextinction[J].NatResourModel,1989,3(4):481-538.
[5] WANGG,LIANGXG,WANGFZ.ThecompititvedynamicsofpopulationssubjecttoanAlleeeffect[J].EcolModel,1999,124(2/3):

183-192.
[6] ZHOUSR,LIUYF,WANGG.Thestabilityofpredator-preysystemssubjecttotheAlleeeffects[J].TheorPopulBiol,2005,67(1):

23-31.
[7] DENNISB.Alleeeffectsinstochasticpopulations[J].Oikos,2002,96(3):389-401.
[8] STEPHENSPA,SUTHERLANDWJ.ConsequencesoftheAlleeeffectforbehaviour,ecologyandconservation[J].TrendsinEcology,

1999,14(10):401-405.
[9] 王小攀,李爽.具有Gauss白噪声和Lévy噪声的似然竞争模型分析[J].河南师范大学学报(自然科学版),2019,47(4):16-23.

WANGXP,LIS.AnalysisofaapparentcompetitionmodelwithGausswhitenoiseandLévynoise[J].JournalofHenanNormalUniver-

sity(NaturalScienceEdition),2019,47(4):16-23.
[10] BAOJH,MAOXR,YING,etal.CompetitiveLotka-Volterrapopulationdynamicswithjumps[J].NonlinearAnal,2011,74(17):6601-

6616.
[11] BAOJH,YUANCG.StochasticpopulationdynamicsdrivenbyLévynoise[J].JMathAnalAppl,2012,391(2):363-375.
[12] LIUQ,CHENQ.Asymptoticbehaviorofastochasticnon-autonomouspredator-preysystemwithjumps[J].ApplMathComput,2015,

271:418-428.
[13] LIUM,WANGK.DynamicsofaLeslie-GowerHolling-typeIIpredator-preysystem withLévyjumps[J].NonlinearAnal,2013,85:

204-213.
[14] LIUM,WANGK.Survivalanalysisofastochasticsingle-speciespopulationmodelwithjumpsinapollutedenvironment[J].Ecological

Modelling,2009,220(9/10):1347-1357.
[15] MAOXR.StochasticDifferentialEquationsandApplications[M].Chichester:HorwoodPublishingLimited,1997:31-32.
[16] KUNITAH.Itô'sstochasticcalculus:Itssurprisingpowerforapplications[J].StochaProcAppl,2010,120(5):622-652.
[17] LIUM,WANGK.StochasticLotka-VolterrasystemswithLévynoise[J].JMathAnalAppl,2014,410(2):750-763.
[18]PROTTERP,TALAYD.TheEulerschemeforLévydrivenstochasticdifferentialequations[J].AnnProbab,1997,25:393-423.

ResearchofaLeslie-Gowerpredator-preymodelwithAlleeeffectandLévynoise

WangXiaopana,LiShuangb

(a.CollegeofXinlian;b.CollegeofMathematicsandInformationScience,HenanNormalUniversity,Xinxiang453007,China)

Abstract:ALeslie-Gowerpredator-preymodelwithAlleeeffectandLévynoiseisdiscussed.ByvirtueofItô'sformula,
comparisontheoremforstochasticmodel,theexistenceofglobalpositivesolutionforthemodelisstudied,thethresholdcondi-
tionsforstableinthemean,permanenceinthemeanandextinctionforthepopulationareobtained.Furthermore,theultimate
boundednessofsolutionforstochasticmodelisdiscussed.Intheend,numericalsimulationsaregiventoverifytheresults.

Keywords:Leslie-Gower;Alleeeffect;Lévynoise;stableinthemean;boundedness
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