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基于神经动力系统求解广义非线性互补问题的优化方法
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(海南大学 理学院,海口570228)

摘 要:基于神经动力系统模型,提出了一种求解广义非线性互补问题的优化方法.该方法的一个主要特点是

在分析其收敛性时不利用任何矩阵.在合理的假设条件下,该方法具有收敛性和全局指数稳定性.数值模拟结果表明

了该模型的有效性,且可以应用于求解较大规模的非线性互补问题.
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广义非线性互补问题(记为GNCP),是指寻找一个点x∈Rn,使得下式成立

G(x)⩾0,F(x)⩾0,G(x)TF(x)=0, (1)
其中,F 和G:Rn →Rn 是连续函数.当G(x)≡x 时,GNCP变为通常的非线性互补问题.

由于数学、经济、管理和工程中的许多问题都可以表述为非线性互补问题[1],近几十年来,人们对求解非

线性互补问题的数值方法的兴趣与日俱增.迄今为止,求解问题(1)的主要方法是迭代法(如内点法、减势法、
非光滑方程法、磨光方程组法以及投影类方法等),详见文献[2-4].

众所周知,工程应用中的许多问题如信号处理、系统辨识、机器人运动控制等[5-6],通常包含时变参数,
因此必须实时求解以便优化动态系统的性能.这样的实时应用问题,对计算时间提出了严格要求,使得上述

所说的数值方法不太有效,而结合了神经网络和动力系统的神经动力系统模型方法是处理这些优化问题的

一种有效方法.目前,已有许多神经动力系统模型被提出用于解决优化问题,并取得了很好的结果[7-10].
最近,已有学者研究并提出了求解非线性互补问题的神经动力系统模型优化方法,例如:XIA 和

WANG[11]提出了一种可用于求解非线性互补问题的神经动力系统模型(记为GPNN):

dx
dt=M{PX[G(x)-F(x)]-G(x)},x(t0)=x0,

其中F 和G 是连续可微的,M 是正对角矩阵.然而GPNN的收敛性分析是建立在F(x)和G(x)的雅可比

矩阵存在,并在分析其稳定性时要求∇F(x)+∇G(x)在Rn 中有上界,从而缩小了GPNN的适用范围.之
后,文献[12]提出了一种基于最速下降型的神经动力系统模型,但是该模型只能用于解决G(x)≡x 时通常

的非线性互补问题,且模型结构复杂,不容易实施.因此,如何构造结构简单、稳定性好且容易实施的神经动

力系统模型来处理这类特殊优化问题就显得非常必要.
基于上述讨论,本文提出一种求解广义非线性互补问题的神经动力系统模型方法.其基本思想是:基于

原始优化问题构造某一微分方程,使得该系统的平衡点和原问题的局部最优解相符合.然后再选取适当的数

值方法来求解该系统,从而获得原优化问题的最优解或近似最优解.该方法的优势在于可以系统地研究微分

系统解的瞬态性能和极限行为,从而追踪初始点与极限点之间的连续运动轨迹.并且它在分析动力系统的稳

定性时采用了不同以往的新策略,从而避免使用传统的Lyapunov函数,使得人们利用这类新方法来研究最

优化问题时获得了较先前更好的理论结果以及更具竞争力的数值表现性能.
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本文结构如下:在第1节中,给出了一些预备知识;第2节中,提出了求解问题(1)的神经动力系统模型;
第3节分析了神经动力系统模型的收敛性和稳定性;第4节给出了数值计算结果,验证了该方法的有效性,
并与文献[11]的数值方法进行了对比,最后得出结论.

1 预备知识

定义1 设Ω 是Rn 上的非空闭凸集.在欧氏范数下,点ν∈Rn 在Ω 的投影定义为[11]:

PΩ(ν)=argmin
u∈Ω
{‖u-ν‖}.

  引理1 对于投影算子PΩ,有[13]

(ν-PΩ(ν))T(PΩ(ν)-u)⩾0,∀ν∈Rn,u∈Ω,

‖PΩ(ν)-PΩ(u)‖ ⩽ ‖ν-u‖,∀ν,u∈Rn.
  定义2 若有[14]

[F(u)-F(u*)]T[G(u)-G(u*)]⩾0,∀u∈Rn, (2)
则称函数F 在点u* ∈Rn 处是G-单调的.特别地,若有

[F(u)-F(ν)]T[G(u)-G(ν)]⩾0,∀u,ν∈Rn,
则称函数F 在Rn 上是G-单调的.若有

[F(u)-F(u*)]T[G(u)-G(u*)]⩾γ‖u-u*‖,γ>0,∀u∈Rn, (3)
则称函数F 在点u* ∈Rn 处是G-强单调的.注意,当G(x)=x 时,G-单调(G-强单调)就变成了通常的单

调(强单调)[14].
为了后面叙述的方便,还需要一阶常微分方程(ODE):

dx(t)
dt =f(x(t)),x(t0)=x0 ∈Rn (4)

的一些知识,其中f 是定义在Rn 上的一个函数.
如果f(x*)=0,则x* ∈Rn 是方程(4)的平衡点.
定理1 假设函数f:Rn →Rn 是连续的.则对t0⩾0及x0∈Rn,存在常数τ>t0 使得方程(4)总存在

一个局部解x(t),t∈[t0,τ).此外,如果f在x0处是局部Lipschitz连续的,那么此解是唯一的;如果f在Rn

上是Lipschitz连续的,那么τ 可以拓展到+∞.

引理2[15] 当t→ ∞ 时,如果一个可微函数h(t)有有限的极限h0,且
dh(t)
dt

是一致连续的,则

lim
t→∞

dh(t)
dt =0.

2 神经动力系统模型

基于上述预备知识,利用文献[16]的思想方法,提出如下求解问题(1)的ODE系统模型:

dx
dt=Λ{PX[G(x)-βF(x)]-G(x)},x(t0)=x0,β>0, (5)

其中Λ=diag{λ1,λ2,…,λn}是对角矩阵,λi>0.根据文献[16]有一个重要结论:x*是(5)式的平衡点⇔x*

是问题(1)的解.
注1 当β=1时,模型(5)就变为GPNN模型.事实上,β的不同取值对模型的稳定性至关重要,接下来

的理论分析与数值模拟实验也验证了这一点.此外,正如前文所述,GPNN模型在收敛性和稳定性分析时要

求的条件较强,而本文在分析收敛性时所要条件较弱(详见本文定理2和定理3).
为了简化研究,定义

E(x,β)=Λ{G(x)-PX[G(x)-βF(x)]},β>0,
则系统(5)等价于
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dx
dt=-E(x,β),x(t0)=x0. (6)

  利用引理1,对于任意的x,y∈Rn,有
‖E(x,β)-E(y,β)‖ ⩽ ‖Λ‖{‖PX[G(x)-βF(x)]-PX[G(y)-βF(x)]‖+
‖G(x)-G(y)‖}⩽2‖Λ‖‖G(x)-G(y)‖+β‖Λ‖‖F(x)-F(y)‖. (7)

  引理3 对于任给的t0⩾0,x0∈Rn,当τ>t0 时,存在唯一的连续解x(t),t∈ [t0,τ)满足 ODE系

统(5).此外,如果函数F 和G 在Rn 上是Lipschitz连续的,对于任给的初始点x0,ODE系统(5)有唯一的解

x(t),t∈ [t0,+∞).
证明 因为函数F 和G 在Rn 上是连续的,则它们是局部Lipschitz连续的,这与(7)式表明E(x,β)也

是局部Lipschitz连续的.从而由定理1可知,该引理前一部分是正确的.
令LF 和LG 分别是函数F 和G 的Lipschitz常数,由(7)式得:

‖E(x,β)-E(y,β)‖ ⩽2‖Λ‖‖G(x)-G(y)‖+β‖Λ‖‖F(x)-F(y)‖ ⩽
(2‖Λ‖LG +β‖Λ‖LF)‖x-y‖,∀x,y∈Rn, (8)

则E(x,β)在Rn 上是Lipschitz连续的.利用定理1,可证明引理3后一部分是正确的.
引理4[12] 如果x*是GNCP(1)的解,则

{G(x)-G(x*)+β[F(x)-F(x*)]}TΛ-1E(x,β)⩾E(x,β)TΛ-2E(x,β)+
β[F(x)-F(x*)]T[G(x)-G(x*)],∀x∈Rn. (9)

  注2 引理4表示对于在x*处的G-单调函数F,有
{G(x)-G(x*)+β[F(x)-F(x*)]}TΛ-1E(x,β)⩾E(x,β)TΛ-2E(x,β),∀x∈Rn, (10)

因此 ‖E(x,β)TΛ-1‖ ⩽ ‖G(x)-G(x*)+β[F(x)-F(x*)]‖,∀x ∈Rn.

3 收敛性和稳定性分析

下面分析模型的收敛性和稳定性.为此,建立了一个如下的价值函数:

V(x)=∫
1

0
(x-x*)TΛ-1{β[F(x* +τ(x-x*))]+G(x* +τ(x-x*))}dτ-

(x-x*)TΛ-1[βF(x*)+G(x*)],
其中x*是GNCP的解.显然有下式成立,

∇V(x)=Λ-1[βF(x)+G(x)-βF(x*)-G(x*)]. (11)

  定理2 设x* 是GNCP(1)的解.假设以下条件成立:
(a)F 在x* 处是G-单调函数;
(b)水平集L(x0)={x ∈Rn|V(x)⩽V(x0)}是有界的;
(c)F 和G 在Rn 上是Lipschitz连续的.那么,对任意t0⩾0,x(t0)=x0∈Rn,ODE系统(6)的解x(t)

的任何极限点x̂ 都是其平衡解,即

E(̂x,β)=0. (12)

  证明 由引理3和条件(c),ODE系统(6)的解存在且唯一.由条件(a)、(6)、(10)、(11)式可得:

dV(x(t))
dt =∇V(x(t))T

dx(t)
dt =-{β[F(x)-F(x*)]+G(x)-

G(x*)}TΛ-1E(x,β)⩽-E(x,β)TΛ-2E(x,β)⩽0, (13)
这意味着,如果E(x,β)≠0,V(x(t))在t沿着轨迹x(t)单调递减,因此得到

{x(t)|t⩾t0}⊂L(x0), (14)
由(14)式与条件(b)可知,存在一个有限标量V*,有lim

t→+∞
V(x(t))=V*,再根据(13)式,可得:

V(x0)-V* =-∫
+∞

t0
∇V(x(t))Td(x(t))⩾∫

+∞

t0
‖Λ-1E(x,β)‖2dt, (15)

由文献[17]中定理4的证明可知,存在一个常数C 有
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‖Λ-1E(x(t),β)‖ ⩽ C,∀t∈ [t0,+∞). (16)

因此,由(8)、(14)、(16)式,条件(b)和(c),则易证dV(x(t))
dt

在[t0,+∞)上是一致连续的.

由引理2可得lim
t→+∞

dV(x(t))
dt =0,则有

lim
t→+∞

‖E(x,β)‖=0. (17)

  因为x̂ 是ODE系统(6)的解x(t)的极限点,所以存在一个严格单调递增序列{tk},当i→+∞时,ti →
+∞,使得下式成立

lim
t→+∞

x(ti)=̂x, (18)

(18)式与(17)式表明了E(̂x,β)=0,定理得证.
注3 对于定理2中的条件(b)是容易实现的.如果函数βF(x)+G(x)是带模μ >0强单调的,则从

(11)式和定义3中可以看出,当模μ>0时,∇V(x)也是带模μ>0强单调的,则V(x)是一致凸函数[18],
因此水平集L(x0)是有界的[18].

定理3 设x* 是GNCP(1)的解.假设以下条件成立:
(a)F 在x* 处是G-强单调函数;
(b)βF(x)+G(x)是带模μ >0强单调的;
(c)β∇F(x)+∇G(x)存在且在Rn 上是对称的;
(d)F 和G 在Rn 上是Lipschitz连续的.那么,对于任意t0⩾0且x(t0)=x0∈Rn,ODE系统(6)在x*

上是全局指数稳定的,其中x* 是GNCP(1)的平衡解.
证明 由(3)式、引理4和(a)可得

dV(x)
dt =∇V(x)T

dx(t)
dt =-{β[F(x)-F(x*)]+G(x)-G(x*)}TΛ-1E(x,β)⩽

-β[F(x)-F(x*)]T[G(x)-G(x*)]⩽-γβ‖x-x*‖2. (19)

  由定理2的证明和注3可知,{x(t)|t⩾t0}⊂L(x0)是有界的,则β∇F(x)+∇G(x)是有界的,则
存在δ1 >0,对于任给的s∈Rn,有 ‖β∇F(s)+∇G(s)‖ ⩽δ1.
注意到

V(x)=∫
1

0
(x-x*)TΛ-1{β[F(x* +τ(x-x*))]+G(x* +τ(x-x*))}dτ-(x-x*)TΛ-1[βF(x*)+

G(x*)]=∫
1

0
(x-x*)TΛ-1{β[F(x* +τ(x-x*))]+G(x* +τ(x-x*))-βF(x*)-G(x*)}dτ=

∫
1

0
τ(x-x*)TΛ-1∫

1

0
(β∇F(st)+∇G(st))(x-x*)dtdτ⩽

1
min{λi}∫

1

0∫
1

0
τ‖β∇F(st)+

∇G(st)‖‖x-x*‖2dtdτ⩽∫
1

0
τ∫

1

0

δ1
min{λi}

‖x-x*‖2dtdτ=
δ
2‖x-x*‖2,

其中δ=
δ1

min{λi}
.

上式与(19)式表明dV
dt ⩽-γβ‖x-x*‖2 ⩽-

2γβ
δ V(x),因此

V(x)⩽V(x0)exp(-λ(t-t0)),∀t⩾t0, (20)

其中κ=
2γβ
δ .因为βF(x)+G(x)在模μ>0下是强单调的,根据(11)式和定义3可知 ∇V(x)在模μ>

0下也是强单调的,所以由注3可知V(x)是一致凸的.因此,

V(x)-V(x*)⩾ ∇V(x*)(x-x*)+μ‖x-x*‖2,∀x∈Rn.

又由(20)式和V(x*)=0,可得‖x-x*‖⩽
V(x0)

μ
exp(-

κ(t-t0)
2

),∀t⩾t0,因此ODE系统(6)是
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全局指数稳定的,定理得证.
根据定理3,可以看出β与正对角矩阵Λ 中元素λi 的大小对模型的稳定性有影响.β与λi 的值越大,

模型稳定性越好.然而,β 的值太大时,模型实施困难,导致运行时间增加,下一节的数值模拟实验将验证

这一点.

4 数值模拟实验

在本节中,为了验证神经动力系统模型的可行性,选取了以下6个问题来进行数值模拟实验,并测试了

β对‖x(t)-x*‖值的影响.对于其中的一些参数,设置如下:reltol为10-3,abstol为10-6,β=10,Λ=1.
例1 非线性互补问题:

F(x)=

3 x1 +2x1x2+2 x2 +x3+3x4-6

2 x1 +x1+ x2 +10x3+2x4-2

3 x1 +x1x2+2 x2 +2x3+9x4-9

x1 +3 x2 +2x3+3x4-3

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

,

该问题仅有一个解x*= (1,0,3,0)T.初始向量分别取x1
0= (10,10,10,10)T和x2

0= (0.1,0.3)T.模拟结

果如图1和图2所示,图3和图4分别描述了在初始向量x1
0 和x2

0 下,‖x(t)-x*‖ 的值随β=1,10,

100的变化.
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例2 非线性互补问题:

F(x)=

|x1+x5|-1
x2+x5-1
x3-0.5
x4-0.5

x3+x4-1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

,

该问题有解x* =(0.53,0.53,0.50,0.50,0.46)T 初始点分别取x3
0=(1,1,1,1,1)T 和x4

0=(5,5,5,5,5)T.模
拟结果如图5和图6所示,图7和图8分别描述了在初始点x3

0和x4
0下,‖x(t)-x*‖的值随β=1,10,100

的变化.

例3 非线性互补问题:

F(x)=(arctanx1+x2,arctanx2+x3,…,arctanxn-1+xn,arctanxn)T,

该问题有解x* =(0,0,…,0)T∈Rn.在测试这个例子时,初始点x5
0∈R1000 和x6

0∈R5000 是随机生成的.模
拟结果如图9和图10所示,图11和图12分别描述了在初始点x5

0 和x6
0 的情况下,‖x(t)-x*‖ 的值随

β=1,10,100的变化.
例4 非线性方程:

Fi(x)=2xi-sin|xi|,i=1,2,…,n,x∈Rn,

X ={x∈Rn|l⩽x⩽u},l=-100(1,1,…,1)T,u=100(1,1,…,1)T,

该问题是非线性的并且有解x* =(0,0,…,0)T ∈Rn.在测试这个例子时,初始点x7
0 ∈R1000 和x8

0 ∈R5000
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是随机生成的.模拟结果如图13和图14所示,图15和图16分别描述了在初始点x7
0 和x8

0 的情况下,

‖x(t)-x*‖ 的值随β=1,10,100的变化.

通过上述数值模拟实验,可以得到所提出的神经动力系统模型能够有效解决广义非线性互补问题.并
且,正如上文所说,β的值越大,模型的稳定性越好,但是当β的值太大时,模型实现困难,会导致运算时间增

加.接下来,为了更好地验证模型的优越性,将模型(5)(以下称为GNCP模型)与GPNN模型[11]的运算性能
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进行比较,具体结果见表1,其中CPU表示以s为单位的运行时间.

通过表1,可以看出GNCP模型的运算性能是优于GPNN模型的.并且,表1中的运行时间也验证了正

对角矩阵Λ 中元素λ的大小对模型稳定性有影响.
表1 在不同条件下,GNCP模型和GPNN模型的CPU运行时间

Tab.1 CPUrunningtimeofGNCPmodelandGPNNmodelatdifferentconditions s

例子 初始点x0 GPNN(CPU)(Λ=41) GPNN(CPU)(β=5Λ=21) GPNN(CPU)(β=10Λ=21) GPNN(CPU)(β=5Λ=41)

例1 (0,1,0,3)T 0.248726 0.127207 0.047639 0.032121

例2 (5,5,5,5,5)T 0.037519 0.023217 0.018288 0.014099

例3 rand(1000,1) 21.054741 18.006598 9.639960 7.148382

rand(2000,1) 82.825372 72.853996 41.551382 28.613332

rand(3000,1) 105.473123 75.118590 74.670248 63.568470

例4 rand(1000,1) 12.721170 6.540916 3.020306 1.844668

rand(2000,1) 49.807891 26.317590 11.846755 6.860690

rand(3000,1) 106.289847 57.784968 27.219023 15.037936

5 小 结

本文提出了一种求解广义非线性互补问题的神经动力系统模型.该模型结构简单,易于实施.在一定的

条件下,得到了该模型的收敛性和指数稳定性.由于在分析所提出模型的收敛性时没有利用任何形式的雅可

比矩阵,因此既能分析更广泛的动力系统,又能简化分析.数值模拟结果表明,该模型具有可行性,能够有效

解决所给出的测试问题,可以应用于求解广义非线性互补问题.
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Anapproachtogeneralnonlinearcomplementarityproblems
basedonneurodynamicsystem

XuWenjie,OuYigui

(CollegeofScience,HainanUniversity,Haikou570228,China)

Abstract:Inthispaper,anoptimizationmethodbasedonneurodynamicsystemmodelforsolvinggeneralizednonlinear
complementarityproblemsisproposed.Amainfeatureofthismethodisthatitdoesnotinvolveanyformofmatrixinformation
whenanalyzingitsconvergence.Themethodhasconvergenceandglobalexponentialstabilityundersomereasonableassump-
tions.Numericalsimulationresultsshowthatthemodeliseffectiveandcanbeappliedtosolvesomelarge-scalenonlinearcom-

plementarityproblems.

Keywords:nonlinearcomplementarityproblems;projectionequation;neurodynamicalsystemmodel;convergenceanal-
ysis;exponentialstability
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