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具有非单调发生率的随机离散SIR传染病
模型的稳定性

谭伟,刘茂省

(中北大学 理学院,太原030051)

摘 要:研究了一个具有非单调发生率的随机离散SIR传染病模型在平衡点上的稳定性.基于具有随机噪声

扰动和非单调发生率的连续SIR传染病模型,用Euler-Marryama方法对其进行离散化,得到了一个随机离散的SIR
模型.利用Lyapunov函数证明了系统在平衡点处稳定的充分条件,提出了非线性差分方程在零解处概率稳定的充分

条件,以及线性差分方程在零解处均方稳定的充分条件.然后证明了系统在正平衡点和边界平衡点处的稳定性.最
后,对于所得到的结论运用数值仿真进行了验证,并证明了系统中随机扰动的影响.
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自古以来,人类就饱受各种传染病的困扰.通常,传染病可以通过空气、水、食物、接触、垂直传播(母婴传

播)、体液传播等方式在人与人之间或人与动物之间广泛传播.传染病不但会影响人们的正常生活,人们的生

命安全还会遭受严重威胁.因此,传染病的预防和控制已成为研究的热点.
传染病研究的开始,人们普遍认为是DanielBernoulli在1760年对天花疫苗接种的研究,对确定性传染

病数学模型的研究早在20世纪初就开始了.直到1927年,文献[1-2]在研究伦敦流行的黑死病时提出了SI
舱室模型,然后在1932年建立了SIS模型,对传染病动力学的研究做出了重要的贡献.之后许多学者对一些

传染病模型进行了广泛的研究,例如SIS模型和SIR模型[3-6].且SIR传染病模型是传染病动力学中重要的

数学模型之一[4-6].近几十年来,许多学者建立了基于具有随机扰动的确定性模型的随机流行病模型[6-8],并
在近年来,越来越多的学者关注到差分方程模型[9-11].然而,大多数的学者都是将随机模型和离散模型分别

建模来研究的,如文献[6,11],在流行病学中对差分方程所描述的随机离散模型的稳定性的研究很少.所以

在本文中,主要是对随机离散的传染病模型进行研究.

1 准备知识

一般的确定性SIR传染病模型可以用以下常微分方程来表示[12]:

dS(t)
dt =α-βS(t)I(t)-μS(t),

dI(t)
dt =βS(t)I(t)-(μ+γ)I(t),

dR(t)
dt =γI(t)-μR(t),
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î

í
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其中,S(t),I(t)和R(t)分别代表t时刻易感者、染病者和恢复者的数量.α为种群的招募率,β为疾病的传

播率,μ 为人群的自然死亡率,γ 为感染个体的恢复率,α,β,μ,γ 均为正参数.
传染率在流行病学中对研究起着至关重要的作用,改进流行病中的传染率更利于刻画传染病的传播机

制.现实中的情况是,随着时间的推移,当传染病开始暴发时,政府实施的各种防治策略和个人预防和控制疫

情的意识逐渐增强,从而对疫情的发病率有更强的抑制作用.为了使系统(1)具有更好的现实意义,在系统

(1)的基础上,文献[12]进一步研究了具有非单调发生率的SIR传染病模型.模型能被表示为:

dS(t)
dt =α-βS(t)I(t)

1+δI(t)2
-μS(t),

dI(t)
dt =βS(t)I(t)

1+δI(t)2-(μ+γ)I(t),

dR(t)
dt =γI(t)-μR(t),

ì

î
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(2)

其中,δ是一个参数用来衡量心理或抑制效应,βI(t)是测量疾病的感染力, 1
1+δI(t)2

描述了当存在数量非

常庞大的染病个体时,易感个体的行为变化所产生的心理或抑制效应.这一发病率最初是由文献[13]在
2007年提出的,之后一些学者在他们研究的模型[14-16]中也应用了这种发生率.

在疾病传播的过程中,白噪声对其有很大的影响,所以相比确定性模型来说,随机模型具有更大的现实

意义.文献[17]曾提出,随机模型中的噪声扰动Ḃ 是布朗运动B(t)对时间t的导数,即Ḃ =dB(t)/dt.
假设随机扰动强度与状态S(t)和状态I(t)在平衡点处的偏差成正比,也就是说当系统状态偏离平衡点

的偏差增加时,随机扰动强度也会增加[18].并且这种随机噪声已经被许多学者应用于不同的数学模型[19-20].
在上述假设下,将系统(2)加上随机白噪声后的表达式为:

dS(t)= α-βS(t)I(t)
1+δI(t)2

-μS(t)
æ

è
ç

ö

ø
÷dt+σ1(S(t)-S*)dB1(t),

dI(t)= βS(t)I(t)
1+δI(t)2

-(μ+γ)I(t)æ

è
ç

ö

ø
÷dt+σ2(I(t)-I*)dB2(t),

dR(t)=(γI(t)-μR(t))dt,

ì
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其中σ2i(i=1,2)表示白噪声Bi(t)的强度,Bi(t)是定义在完备概率空间(Ω,F,P)上的布朗运动,且
{Ft}(t∈R+)满足一般条件[17].

通常用Euler-Marryama方法[21]对连续模型进行离散化,这种方法在之前就已经被许多学者所应

用[22-23].现在对系统(3)用Euler-Marryama方法进行离散化,得到:

S(n+1)=S(n)+ α-βS(n)I(n)
1+δI(n)2

-uS(n)æ

è
ç

ö

ø
÷h+σ1 h(S(n)-S*)ω1(n+1),

I(n+1)=I(n)+ βS(n)I(n)
1+δI(n)2

-(μ+γ)I(n)æ

è
ç

ö

ø
÷h+σ2 h(I(n)-I*)ω2(n+1),

R(n+1)=R(n)+(γI(n)-μR(n))h,
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(4)

其中h>0是时间步长,且初始条件为S(0)=φ1(0),I(0)=φ2(0).并且在完备的概率空间(Ω,F,P)中,

Fn ∈F,n∈Z=(0,1,2,…)是一个σ代数簇.通常由E 来表示数学期望,ωi(n+1)(i=1,2)(n∈Z)是一

个在F 中相互独立的随机序列且服从标准正态分布,并且对于ωi(n+1)(i=1,2,n∈Z),满足

Eωi(n)=0,Eω2
i(n)=1,Eωi(n)Eωj(n),(i≠j). (5)

  因为系统(4)中有关R 的第3个式子并不影响对其动力学行为的研究,所以将其忽略,只对以下系统进

行研究:

S(n+1)=S(n)+ α-βS(n)I(n)
1+δI(n)2

-uS(n)æ

è
ç

ö

ø
÷h+σ1 h(S(n)-S*)ω1(n+1),

I(n+1)=I(n)+ βS(n)I(n)
1+δI(n)2

-(μ+γ)I(n)æ

è
ç

ö

ø
÷h+σ2 h(I(n)-I*)ω2(n+1).
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由系统(6),通过计算求得它的边界平衡点为E0=(S0,I0)=
α
μ
,0æ

è
ç

ö

ø
÷ ,并且如果1-

αβ
μ(μ+γ)<0

,那么正平

衡点Ee =(S*,I*)=
α-(μ+γ)I*

e

μ
,I*

e
æ

è
ç

ö

ø
÷ 存在,且I*

e =
-β+ β

2-4μ
2δ1-

αβ
μ(μ+γ)

æ

è
ç

ö

ø
÷

2μδ
.

对系统(6)的正平衡点Ee 进行平移变换,u(n)=S(n)-S*,v(n)=I(n)-I*.然后可以得到以下

系统:

u(n+1)=u(n)+ α-β(v(n)+I*)(u(n)+S*)
1+δ(v(n)+I*)2 -u(u(n)+S*)æ

è
ç

ö

ø
÷h+σ1 hu(n)ω1(n+1),

v(n+1)=v(n)+ β(v(n)+I*)(u(n)+S*)
1+δ(v(n)+I*)2 -(μ+γ)(v(n)+I*)æ

è
ç

ö

ø
÷h+σ2 hv(n)ω2(n+1).

ì
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(7)
系统(7)的零解与系统(6)的正解Ee=(S*,I*)是等价的.

将正平衡点进行平移变换到原点后,然后在点u(n)=0,v(n)=0处对系统(7)进行线性化.就可以用以

下形式来表示系统(6)在平衡点Ee =(S*,I*)下的线性近似系统:

x(n+1)= 1-μh- βI
*h

1+δI*2
æ

è
ç

ö

ø
÷x(n)+βS

*(δI*2-1)h
(1+δI*2)2 y(n)+σ1 hx(n)ω1(n+1),

y(n+1)= βI
*h

1+δI*2x(n)+ 1+βS
*(1-δI*2)h
(1+δI*2)2 -(μ+γ)hæ

è
ç

ö

ø
÷y(n)+σ2 hy(n)ω2(n+1).

ì

î

í
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  类似地,对系统(6)的边界平衡点E0 进行平移变换,令u(n)=S(n)-
α
μ
,v(n)=I(n),可以得到

u(n+1)=u(n)+ -
βv(n)u(n)+

α
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

1+δv(n)2
-μu(n)

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
h+σ1 hu(n)ω1(n+1),

v(n+1)=v(n)+ βv(n)u(n)+
α
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

1+δv(n)2
-(μ+γ)v(n)

æ

è

ç
çç
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÷
÷÷
h+σ2 hv(n)ω2(n+1).

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(9)

  系统(9)的零解与系统(6)的边界平衡点E0=
α
μ
,0æ

è
ç

ö

ø
÷ 是等价的,系统(6)在边界平衡点处的线性近似系

统为:

x(n+1)=(1-μh)x(n)-
αβh
μ

y(n)+σ1 hx(n)ω1(n+1),

y(n+1)= 1+
αβh
μ

-(μ+γ)hæ

è
ç

ö

ø
÷y(n)+σ2 hy(n)ω2(n+1).

ì
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í
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ï
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  令ϕ(n)=(u(n),v(n))T,z(n)=(x(n),y(n))T,φ(n)=(φ1(n),φ2(n))T,T代表转置.
为了更好地研究系统的动力学行为,将引入文献[24]中的一些重要的定义和定理.
定义1(文献[24]定义7.1) 系统(7)或(9)是依概率稳定的,如果对任意的ε1 >0和ε2 >0存在一个

δ>0使得系统(7)或(9)的解ϕ(n)=ϕ(n,φ)满足不等式P{supn∈Z|ϕ(n)|>ε1}<ε2 对任意初始函数

S(0)=φ1(0),I(0)=φ2(0)使得P{|φ|<δ}=1.
定义2(文献[24]定义1.2) 如果对每个ε>0,存在δ(ε)>0,使得E|z(n)|2 <ε,n∈Z,并且

E|φ(n)|2 <δ 对任意初始条件都被满足,则线性系统(8)或(10)的零解被称为均方稳定的;如果系统(8)
或(10)在均方稳定的前提下它们的解又满足lim

n→∞
E|z(n)|2=0,则其又是渐近均方稳定的.

对一个任意的非负函数Vi=V(i,z(0),z(1),…,z(i)),i∈Z,定义ΔVi 为

ΔVi=V(i+1,z(0),z(1),…,z(i+1))-V(i,z(0),z(1),…,z(i)).
  定理1(文献[24]定理1.1) 对于线性系统(8)或(10),若存在一个非负函数Vi =V(i,z(0),z(1),…,
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z(i))满足条件EV(0,φ)⩽c1‖φ‖2 和EΔVi⩽-c2E|z(i)|2(i∈Z),其中c1 和c2 是正常数.那么系

统(8)或(10)的零解是渐近均方稳定的.
现在考虑以下的随机差分系统:

x(n+1)=a11x(n)+a12y(n)+σ1 hx(n)ω1(n+1),

y(n+1)=a21x(n)+a22y(n)+σ2 hx(n)ω2(n+1),{ (11)

其中σ1,σ2是常数,ωi(n+1)(i=1,2)是Fn 自适应随机变量的相互独立的序列且满足条件(5).可以看出系

统(8)和(10)的一般形式就是系统(11),因此,为了更加简便地研究系统(11)解的稳定性,令

A=
a11 a12

a21 a22

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,D=

d11 d12

d12 d22

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,P=

p11 p12

p12 p22

æ

è
ç

ö

ø
÷ . (12)

  矩阵P 和D 是对称矩阵.对于实对称矩阵P 和Q 来说,若P-Q 是一个正定矩阵,那么P>Q.
定理2(文献[24]中定理5.1) 假设存在一个正定矩阵P,使得一个形式为(12)的半正定矩阵D 满足矩

阵方程ATDA-D=-P 的解,且矩阵P 满足

P>
d11σ21h 0
0 d22σ22h

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ , (13)

那么系统(11)的零解是渐近均方稳定的.
证明 借助式(12),可以将系统(11)表示为:

z(n+1)=(A+θ(ω(n+1)))z(n),
其中

z(n)=
x(n)

y(n)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,θ(ω(n+1))=

σ1 hω1(n+1) 0

0 σ2 hω2(n+1)

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ .

  考虑Lyapunov函数V(n)=zT(n)Dz(n),所以有

ΔV(n)=V(n+1)-V(n)=zT(n+1)Dz(n+1)-zT(n)Dz(n).
然后计算ΔV 的期望,得到:

EΔV(n)=E(zT(n+1)Dz(n+1)-zT(n)Dz(n))=EzT(n)[(A+θ(ω(n+1)))TD(A+
θ(ω(n+1)))-D]z(n)=EzT(n)[ATDA-D+θT(ω(n+1))Dθ(ω(n+1))]z(n)=

EzT(n)[-P+θT(ω(n+1))Dθ(ω(n+1))]z(n).
根据式(5),可以求得:

EθT(ω(n+1))Dθ(ω(n+1))=E
σ1 hω1(n+1) 0

0 σ2 hω2(n+1)

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷×

d11 d12

d12 d22

æ

è
ç

ö

ø
÷×

σ1 hω1(n+1) 0

0 σ2 hω2(n+1)

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷=E

d11σ21hω2
1(n+1) d12σ1σ2hω1(n+1)ω2(n+1)

d12σ1σ2hω1(n+1)ω2(n+1) d22σ22hω2
2(n+1)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

d11σ21h 0
0 d22σ22h

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ .

然后根据式(13),可以得到:

EΔV(n)=E zT(n)-P+
d11σ21h 0
0 d22σ22h

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷×z(n)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ⩽-cE|z(n)|2,

其中c是正数,所以凭借定理1,可以得出系统(11)的零解是渐近均方稳定的.证明完成.
接下来,将应用定理2来研究系统(6)的正平衡点和边界平衡点的稳定性.

2 正平衡点的稳定性

现在应用定理2来分析系统(8),它是式(11)的一种特殊形式,在这种情况下,系统(8)的系数矩阵是
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A=
1-μh- βI

*h
1+δI*2

βS
*(δI*2-1)h
(1+δI*2)2

βI
*h

1+δI*2 1+βS
*(1-δI*2)h
(1+δI*2)2 -(μ+γ)h

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

, (14)

因为ATDA-D=-P,所以可以得到:

-p11=(a2
11-1)d11+2a11a21d12+a2

21d22,

-p12=a11a12d11+(a21a12+a11a22-1)d12+a21a22d22,

-p22=a2
12d11+2a12a22d12+(a2

22-1)d22.

(15)

将矩阵A 的元素带入式(15)中有

p11=- 1-μh- βI
*h

1+δI*2
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

-1
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úd11-

2βI*h1-μh- βI
*h

1+δI*2
æ

è
ç

ö

ø
÷

1+δI*2 d12- βI
*h

1+δI*2
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

d22,

p12=- 1-μh- βI
*h

1+δI*2
æ

è
ç

ö

ø
÷
βS

*(δI*2-1)h
(1+δI*2)2

æ

è
ç

ö

ø
÷d11- βI

*h
1+δI*2·

βS
*(δI*2-1)h
(1+δI*2)2

æ

è
ç

ö

ø
÷d12-

1-μh- βI
*h

1+δI*2
æ

è
ç

ö

ø
÷ 1+βS

*(1-δI*2)h
(1+δI*2)2 -(μ+γ)hæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úd12-

βI
*h

1+δI*2 1+βS
*(1-δI*2)h
(1+δI*2)2 -(μ+γ)hæ

è
ç

ö

ø
÷d22,

p22= βS
*(δI*2-1)h
(1+δI*2)2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

d11-
2βS

*(δI*2-1)h
(1+δI*2)2

1+βS
*(1-δI*2)h
(1+δI*2)2 -(μ+γ)hæ

è
ç

ö

ø
÷d12-

1+βS
*(1-δI*2)h
(1-δI*2)2 -(μ+γ)hæ

è
ç

ö

ø
÷

2

-1
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úd22. (16)

根据式(13),可以得到:

p11-d11σ21h>0,p11p22-p2
12 >0,(p11-d11σ21h)(p22-d22σ22h)-p2

12 >0. (17)
然后有以下推论.

推论1 若存在一个正定矩阵P,使得条件(17)对于矩阵方程(16)的解(d11,d12,d22)被满足,并且矩

阵D 是半正定的,那么系统(8)的零解是渐近均方稳定的.因此,对系统(7)的零解来说其就是依概率稳定

的,这等同于系统(6)的正平衡点Ee 是依概率稳定的.

当1-
αβ

μ(μ+γ)<0
成立,正平衡点Ee=(S*,I*)=(

α-(μ+γ)I*
e

μ
,I*

e )存在.在系统(6)中取以下

参数值:

α=4,μ=0.06,γ=0.01,β=0.2,δ=0.2,h=0.1. (18)
并将易感个体和染病个体的初始值设为

S(0)=80,I(0)=20. (19)
正平衡点Ee 可以通过以上参数值算得Ee =(S*,I*)=(39.18,23.56).通过求解(14)得到:

A=
0.987 0.007
0.007 0.993
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

对于正定矩阵P,取p11=p22=1,p12=0,所以有

P=
1 0
0 1
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

且半正定矩阵D 通过求解(16)式得到:

D=
38.471 -0.233
-0.233 71.582

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

借助推论1,可以了解到如果σ1,σ2 满足以下条件:
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σ1 <
1

d11h
=

1
38.471×0.1

=0.509,σ2 <
1

d22h
=

1
71.582×0.1

=0.374, (20)

那么,系统(8)的零解是渐近均方稳定的.因此,是依概率稳定的对于系统(7)的零解,这等同于是依概率稳定

的对于系统(6)的正平衡点Ee.
接下来,将验证之前的阐述借助数值仿真.在图1中展示了噪声扰动强度σ1=σ2=0的情况,图1(a)和

图1(b)分别表示系统(6)和线性系统(8)的解曲线.

如图1所示,图1(a)中线性系统(8)的解曲线最终收敛到0.图1(b)中系统(6)的解曲线最终收敛于正平衡

点Ee= (S*,I*)= (39.18,23.56).
因此,通过观察图像也可以得出系

统(8)的零解是渐近均方稳定的,
系统(6)的正平衡点Ee 是依概率

稳定的.
然后将对加入噪声扰动的系

统(6)的解进行模拟.借助式(18)
和(19)中已给出的参数值和初始

值,并且假设σ1,σ2 的值满足条件

式(20),取σ1=σ2=0.35,具有噪

声扰动的系统(6)的解轨迹就可以

被得到.
从图2中可以看出,随机噪声

并不影响曲线的最终走向,系统

(6)的解轨迹最终还是收敛到正平

衡点Ee,这就表明系统(6)在正平

衡点处是依概率稳定的.

3 边界平衡点的稳定性

研究边界平衡点E0=(S0,I0)的稳定性将要借助线性系统(10).类似地,将定理2应用于系统(10),在
这种情况下,系统(10)的系数矩阵为
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A=
1-μh -

αβh
μ

0 1+
αβh
μ

-(μ+γ)h

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

. (21)

  将矩阵A 的元素带入式(15)中,然后得到

p11=-((1-μh)2-1)d11,

p12=(1-μh)·
αβh
μ
·d11- (1-μh)1+

αβh
μ

-(μ+γ)hæ

è
ç

ö

ø
÷-1

é

ë
êê

ù

û
úúd12,

p22=-
αβh
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

d11+
2αβh
μ

1+
αβh
μ

-(μ+γ)hæ

è
ç

ö

ø
÷d12- 1+

αβh
μ

-(μ+γ)hæ

è
ç

ö

ø
÷

2

-1
é

ë
êê

ù

û
úúd22.

(22)

  与推论1类似,根据式(17),以下推论可以被得到.
推论2 对于线性系统(10)的系数矩阵(21),如果存在一个正定矩阵P,使方程(22)的解(d11,d12,d22)

满足条件(17),且矩阵D 为半正定的,则系统(10)的零解是渐近均方稳定的.因此,系统(9)的零解是依概率

稳定的,这也就是说系统(6)的边界平衡点E0 是依概率稳定的.

无论1-
αβ

μ(μ+γ)<0
这个条件是否成立,对于边界平衡点来说它都是始终存在的.

当所选择的参数不满足正平衡点存在的条件时,系统(6)中只有一个边界平衡点.在这里,取以下参

数值:

α=4,μ=0.1,γ=0.9,β=0.01,δ=0.2,h=0.1. (23)
并且初始值仍为式(19)中所给出.

根据式(23)中所取的参数值,通过计算可以知道正平衡点存在的条件不被满足,因此在系统(6)中只存

在一个边界平衡点,且这个边界平衡点为E0=
α
μ
,0æ

è
ç

ö

ø
÷=(40,0).并且式(21)中的矩阵A 凭借这些参数求

得为

A=
0.99 -0.04
0.00 0.94
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

同样,对于正定矩阵P,仍取p11=p22=1,p12=0,得到

P=
1 0
0 1
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

半正定矩阵D 的具体形式通过求解方程(22)求得:

D=
50.251 -28.673
-28.673 27.806

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

并且如果σ1,σ2 满足以下条件:

σ1 <
1

d11h
=

1
50.251×0.1

=0.446,σ2 <
1

d22h
=

1
27.806×0.1

=0.599, (24)

那么,根据推论2,可以得出系统(10)的零解是渐近均方稳定的.因此,是依概率稳定的对于系统(9)的零解,
这等同于是依概率稳定的对于系统(6)的边界平衡点.

根据式(23)中的参数值和式(19)给出的初始值,当随机扰动强度为0时,得到系统(6)和(10)的解曲线.
如图3中的(a)和(b)所示.

如图3所示,图3(a)中线性系统(10)和图3(b)中系统(6)的解曲线最终都分别收敛到它们的平衡点.因
此,通过图像,也可以得到系统(10)的零解是渐近均方稳定的,而系统(6)的边界平衡点E0 是依概率稳定的.

当随机噪声强度不为0,且σ1 和σ2 的值满足条件(24)时,取σ1=σ2=0.4,参数值和初始值仍为式(23)
和(19)中给出,然后可以得到具有随机噪声扰动的系统(6)的解轨迹.

如图4所示,可以看到,具有噪声扰动的系统(6)的解轨迹最终收敛于边界平衡点E0=(40,0),这也表

明系统(6)的边界平衡点是依概率稳定的.
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接下来,考虑当满足正平衡点存在的条件1-
αβ

μ(μ+γ)<0
时,系统(6)的边界平衡点的稳定性.现在所

取的参数值和初值仍为式(18)和(19)中给出的,在这种情况下,系统(6)同时存在正平衡点和边界平衡点.由
方程(21)可以计算出矩阵A 为

A=
0.994 -1.333
0.000 2.326
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

并且P 仍为单位矩阵,此时求得矩阵D 为

D=
83.584 84.412
84.412 84.791
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

然而,矩阵D 不是一个半正定矩阵,因此根据推论2,在这种情况下系统(6)的边界平衡点是不稳定的.
如图5所示,发现当随机噪声强度为0时,图5中代表染病者的曲线I 是趋向于无穷的,所以此时系统

(10)的零解是不稳定的.

然后在这种情况的基础上加入随机扰动.如图6中,当加入一个较小的噪声强度后,发现此时系统的解

轨迹在图中是非常不规则的.因此,当一个正平衡点存在时,无论随机扰动是否存在,对于系统(6)来说,它的

边界平衡点都是不稳定的.
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4 结 论

本文基于一个具有非单调发

生率的SIR传染病模型,考虑到

疾病在传播过程中不可避免地受

到一些随机因素的影响,在系统

中加入一个随机扰动项,并假设

随机 扰 动 强 度 与 状 态 S(t)和
I(t)偏离平衡点的偏差成正比.
通过应用欧拉方法离散化系统,
得到一个随机离散系统.用Lya-
punov函数方法证明了系统在平

衡点处稳定的充分条件.之后,论
证了随机离散SIR传染病模型在

正平衡点和边界平衡点处的稳

定性.
最后,应用数值仿真对正平

衡点和边界平衡点的稳定性进行

了验证.当所选参数和噪声强度满足给定条件时,发现适当的噪声强度不会影响系统在平衡点处的稳定性.
并且还发现,当正平衡点存在时,无论随机扰动强度是多少,边界平衡点的稳定性都不会被改变,并且在这种

情况下,边界平衡点是不稳定的.
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StabilityofstochasticdiscreteSIRepidemicmodelwithnonmonotonic
incidencerate

TanWei,LiuMaoxing

(CollegeofScience,NorthUniversityofChina,Taiyuan030051,China)

Abstract:ThestabilityofastochasticdiscreteSIRepidemicmodelwithnonmonotonicincidencerateatequilibrium
pointisstudied.BasedonacontinuousSIRepidemicmodelwithnoisedisturbanceandnonmonotonicincidencerate,discretized
byEuler-Marryamamethod,andastochasticdiscreteSIRmodelisobtained.UsingLyapunovfunction,weprovethesufficient
conditionsforthestabilityofthesystemattheequilibriumpoint,andproposethesufficientconditionsfortheprobabilitysta-
bilityofnonlineardifferenceequationsatthezerosolutionandthesufficientconditionsforthemeansquarestabilityoflinear
differenceequationsatthezerosolution.Thenweprovethestabilityofthesystematthepositiveequilibriumpointandthe
boundaryequilibriumpoint.Finally,Theconclusionisverifiedbynumericalsimulation,andtheinfluenceofstochasticdisturb-
anceinthesystemisproved.

Keywords:stochasticdiscrete;nonmonotoneincidencerate;Euler-Marryamamethod;meansquarestability;numerical
simulation
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