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半参数跳-扩散模型的近似极大似然估计

———基于转移密度的闭式展开方法

王继霞,张亚萌

(河南师范大学 数学与信息科学学院,河南 新乡453007)

摘 要:首先,引入半参数跳-扩散模型,用闭式展开的方法得到转移概率密度的近似表达式,证明了转移密度

的展开式收敛到真实的转移密度.然后,利用近似极大似然估计的方法对模型中的参数进行估计.针对时变参数和非

时变参数,分两步进行估计:第1步,采用局部常数拟合对时变波动率参数进行近似,利用核函数加权的方法得到了

时变参数的局部近似极大似然估计量;第2步,用传统的极大似然估计方法,得到了非时变参数的近似极大似然估

计.最后,证明了所得估计量的渐近性质.
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跳-扩散模型在资产定价、风险管理等方面有着广泛的应用,在期权定价中,跳-扩散模型通常用于描述

标的资产价格动态过程的变化规律,并能够有效地解释金融数据中的峰度特征和波动率微笑.1976年,文献

[1]在研究期权定价时,针对Black-Scholes模型中的负偏度和过度峰度问题,提出了跳-扩散过程.在资产收

益模型中,如果假设发生变化,就会得到不同的跳-扩散过程.例如,由于扩散模型中资产的瞬时收益和瞬时

波动率与状态向量有关,因此文献[2]在2000年提出了仿射跳-扩散模型,并用于各种各样的估值问题.此
后,仿射跳-扩散模型开始应用于各个领域,文献[3]在2008年基于仿射跳-扩散模型对电力衍生产品进行定

价.2002年,文献[4]提出了双指数跳-扩散模型,认为资产价格变动可以分别由一个几何布朗运动驱动的连

续随机过程和一个离散的跳-扩散过程来表示.2014年,文献[5]研究了资产价格遵循双指数跳-扩散模型时

的信用违约互换点差.2016年,文献[6]研究了仿射跳-扩散过程,并对转移密度给出了新的表达式.此外,相
关的布朗运动驱动的文献可以参考文献[7].

一般来说,在研究扩散模型时,利用转移密度对参数进行估计是一种经典有效的方法.扩散模型的转移

密度对资产定价、市场收益率的计算、投资组合和风险管理等方面都有着非常重要的作用.但是在多数情形,
跳-扩散模型的转移密度很难求出来,因此很多学者研究转移密度的近似展开式.1999年,文献[8]首次提出

转移密度的展开式以及它在极大似然估计中的应用.2013年,文献[9]用转移密度的方法研究了扩散过程的

极大似然估计.2015年,文献[10]研究了跳跃Lévy过程的转移密度的计算.2016年,文献[11]用闭式似然展

开的方法得到转移密度的近似展开式,并利用近似转移密度得到了跳-扩散模型参数的近似估计.2018年,文
献[12]用转移概率的方法研究了离散工作休假排队问题.由于转移密度的闭式展开式计算速度快、数值精度

高,因此受到许多学者的青睐.在上述的文献中,波动参数往往是时齐的.但是,时间的变化和金融条件的不

确定性是目前金融环境的两个显著特点,标的资产的价格大多与时间有关,因此,标的资产的价格应该是一

个时变扩散模型.基于此,本文主要研究带时变波动率的半参数跳-扩散模型的估计问题.
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1 模型假设和转移密度的闭式展开

1.1 模型假设

假设随机过程{Xt}满足如下带跳的广义Aït-Sahalia模型,

dXt= α+βXt+γX-1
t +δX2

t( )dt+σ(t)Xγ
tdWt+d∑

N(t)

n=0
Zn( ) , (1)

其中,Xt 是一维随机变量,Xt 的状态空间S⊂R;Wt 是一维标准布朗运动;{Nt}是强度为λ的泊松过程;未
知参数α,β,γ,δ都在有界的开集Θ 内有定义,与时间t无关;σ(t)是时变波动率函数,对于每个固定的时间

点t0,σ(t0)∈Θ;Zn 服从正态分布,Zn ~N(a,b2).
为了进行局部常数近似,假设波动参数σ(t)满足以下条件:
(A1)σ(t)关于t连续可微;
(A2)存在常数C,使得 ‖σ(t)xγ

t‖2 ⩽C(1+‖x‖)2.
首先给出模型的转移密度的闭式展开式.

1.2 转移密度的闭式展开

在给定X(t)=x0 的条件下X(t+Δ)的概率密度为

P(X(t+Δ)∈dx|X(t)=x0)=p(Δ,x|x0)dx, (2)

  为了更加方便地研究转移密度,本文对时变波动率σ(t)进行局部常数拟合,即对任意给定的时间点t0,
令σ(t)=σ(t0),其中,t在t0 的某个邻域内取值.

下面给出模型(1)的转移概率密度的闭式渐近展开式的近似形式(参考文献[11]),

pM(Δ,x|x0)=
1
Δ

1
σ(t0)xγ

0
∑
M

m=0
ρm(Δ,x|x0), (3)

其中,pM 是p 的M 阶展开;ρM(Δ,x|x0)的计算在后面的讨论中给出.
首先在模型(1)中引入Stratonovich积分[13],模型表示如下,

dXt=c(X(t))dt+σ(t0)Xγ(t)dW(t)+d∑
N(t)

n=0
Zn( ) ,X(0)=x0, (4)

其中,c(x)=α+βx+γx-1+δx2-
1
2σ
(t0)γx2γ-1,表示Stratonovich积分.

为了得到该模型的更好的局部表现,对模型(4)进行参数化处理(见文献[9]).用Xε(t)=X(ε2t)对模

型(4)进行缩放,根据积分替换和布朗运动的缩放性质,参数化形式如下,

dXε(t)=εc(Xε(t))dt+σ(t0)X(t)γdW(t)+d∑
N(t)

n=0
Zn( )( ) , (5)

其中,Xε(0)=x0;ε>0且Xε(t)|ε=1 ≡X(t).模型参数化之后的转移密度的展开式如下,

pε(Δ,x|x0)dx=P(Xε(t+Δ)∈dx|Xε(t)=x0)=P(Xε(Δ)∈dx|Xε(0)=x0). (6)

  首先,假设Xε(t)的M 阶展开如下,

Xε(t)=∑
M

m=0
Xm(t)εm +O(εM+1), (7)

其次,引入狄拉克δ 函数的条件期望表示Xε(t)的转移密度,

pε(Δ,x|x0)=E(δ(Xε(Δ)-x)|Xε(0)=x0), (8)
然后,对Xε(Δ)进行标准化,

Yε(Δ)=
1

Δσ(t0)xγ
0

Xε(Δ)-x0

ε . (9)

  因此,Yε(Δ)的展开式如下,

Yε(Δ)=∑
M

m=0
Ym(Δ)εm +O(εM+1), (10)
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其中,Ym(Δ)=
1

Δσ(t0)xγ
0

Xm+1(Δ).由狄拉克δ 函数的缩放性质可得

E(δ(Xε(Δ)-x))=
1

Δσ(t0)xγ
0

E(δ(Yε(Δ)-y)), (11)

其中,y=
x-x0

Δσ(t0)xγ
0

.

由于δ(Yε(Δ)-y)=∑
M

m=0
φm(y)εm +O(εM+1),φm(y)是m 阶展开项,假设ρm(y)=E(φm(y)),则

E(δ(Yε(Δ)-y))=∑
M

m=0
ρm(y)εm +O(εM+1), (12)

因此,

pε
M(Δ,x|x0)=

1
Δσ(t0)xγ

0
∑
M

m=0
ρm

1
Δσ(t0)xγ

0

x-x0

ε
æ

è
ç

ö

ø
÷εm. (13)

  令m=1,则转移密度p(Δ,x|x0)的M 阶近似为

pM(Δ,x|x0)=
1

Δσ(t0)xγ
0
∑
M

m=0
ρm

1
Δσ(t0)xγ

0

(x-x0)
æ

è
ç

ö

ø
÷ . (14)

  本文中,主要研究模型(1)的密度展开的计算和实现.
pM 的计算如下,先计算ρm(y),ρm(y)的值取决于跳跃总数.令

ρm(y)=E[φm(y)]=∑
∞

n=0
E[φm(y)|N(Δ)=n]p(N(Δ)=n), (15)

其中,p(N(Δ)=n)=e
-λΔ

(λΔ)n
n! .令

Km,n(y)=E[φm(y)|N(Δ)=n], (16)
因此,有

ρm(y)=∑
∞

n=0
e-λΔ (λΔ)n

n! Km,n(y). (17)

在计算ρm(y)时n 的取值范围是[0,∞),在实际应用中很难计算.因此,对无穷大的n,进行N 阶近似,得到

ρm(y)的真实值的近似表达式为

ρm,n(y)=∑
N

n=0
e-λΔ (λΔ)n

n! Km,n(y). (18)

  本节的以下部分将介绍Km,n(y)的计算方法,见参考文献[9,11].首先计算K0,n(y),

K0,n(y)=E(E(σ(Y0(Δ)-y)|∑
N(Δ)

n=0
Zn,N(Δ)=n)N(Δ)=n)=E[ϕI(y-

1
Δσ(t0)xγ

0

((α+

βx0+γx-1
0 +δx2

0-
1
2σ
(t0)γx2γ-1

0 )Δ+∑
N(t)

n=0
Zn))N(Δ)=n], (19)

其中ϕ 表示的是标准正态分布的密度函数.
经计算,(19)式可以表示为,

K0,n(y)=
Δσ(t0)2x2γ

0

Δσ(t0)2x2r
0 +nβ

×ϕy-
Δ

σ(t0)xγ
0

(α+βx0+γx-1
0 +δx2

0)-
na

Δσ(t0)xγ
0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ , (20)

在这里,先提供两个例子的计算结果,即K0,0(y)和K0,1(y),

K0,0(y)=ϕy-
Δ

σ(t0)xγ
0

(α+βx0+γx-1
0 +δx2

0)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ , (21)

K0,1(y)=
Δσ(t0)2x2γ

0

Δσ(t0)2x2r
0 +β

×ϕy-
Δ

σ(t0)xγ
0

(α+βx0+γx-1
0 +δx2

0)-
na

Δσ(t0)xγ
0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ , (22)
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下面计算Km,n(y),令m ⩾1,且Sm ={(ω,ξ(ω),ζ(ω))|ω=1,2,…,ξ(ω)=(ξ1,ξ2,…,ξω),ξ1,ξ2,…,

ξω ⩾1,ξ1+ξ2+…+ξω =m,ζ(ω)=(ζ1,ζ2,…,ζω),ζ1,ζ2,…,ζω},
则,可以得到Km,n(y)的表达式如下:

Km,n(y)= ∑
(ω,ξ(ω),ζ(ω))=

(ω,(ξ1,…,ξω),(ζ1,…,ζω)∈Sm

1
ω!

-
1
Δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
σ(t0)xγ

0

×

E Fn,(ω,ξ(ω),ζ(ω))y-
Δ

σ(t0)xγ
0

(α+βx0+γx-1
0 +δx2

0)-
na

Δσ(t0)xγ
0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
, (23)

其中,Fn,(ω,ξ(ω),ζ(ω))
(z)=ϕ(z)D(Pn,(ω,ξ(ω),ζ(ω))

(Δz)),D(u(z))=
∂u(z)
∂z -u(z)z,Pn,(ω,ξ(ω),ζ(ω))

(w)=

E ∏
ω

i=1
Xξi+1,ζi

(Δ)|W(Δ)=w,N(Δ)=n,g(Δ)[ ] ,其中 {g(t)}=σ(J(s),s⩽t)是由J(s)生成的滤子.

定理1 如果ε→0,M ⩾1,则转移密度满足下面的等式

sup
x∈S,θ∈Θ

|pε
M(Δ,x|x0)-pε(Δ,x|x0)|=O(εM+1), (24)

如果N → ∞,且ε→0,M ⩾1时,近似的转移密度满足下式

sup
x∈S,θ∈Θ

|pε
M,N(Δ,x|x0)-pε(Δ,x|x0)|→0. (25)

  证明 令参数和滞后变量x0 独立,则对 ∀M ⩾0,有δ(Yε(Δ;θ,x0)-y)=∑
M

m=0
φm(y;θ,x0)εm +

O(εM+1),因此,可以得到 sup
x∈S,θ∈Θ

Eδ(Yε(Δ;θ,x0)-y)-∑
M

m=0
φm(y;θ,x0)εm( ) =O(εM+1),根据(8)式

进行变换,可以得到

sup
x∈S,θ∈Θ

|E(δ(Xε(Δ)-x)|Xε(0)=x0)-
1

Δεσ(t0)xγ
0
∑
M

m=0
φm

1
Δεσ(t0)xγ

0

x-x0

ε
æ

è
ç

ö

ø
÷εm =O(εM+1),

因此令ε→0,M ⩾1,sup
x∈S,θ∈Θ

|pε
M(Δ,x|x0)-pε(Δ,x|x0)|=O(εM+1),如果N → ∞,则φm,N(y)→

φm(y),所以,对于任意的M ⩾1,当N →∞时,有 sup
x∈S,θ∈Θ

|pε
M,N(Δ,x|x0)-pε(Δ,x|x0)|→0,因此,

可以得到,令N → ∞ 且ε→0,M ⩾1时,有 sup
x∈S,θ∈Θ

|pε
M,N(Δ,x|x0)-pε(Δ,x|x0)|→0.

证毕.

2 近似极大似然估计

令θ=(α,β,γ,δ,λ,a,b)T 为模型(1)的参数向量,σ(t)为时变波动率参数函数.假设(Xt0
,Xt1

,…,

Xtn
)为模型(1)的等距观测样本,0⩽Xt0 <Xt1 < … <Xtn ⩽T,令Δ=ti -ti-1,i=1,2,…,n.假设当

θi ≠θj 时,pi≠pj,即θ可识别.n为正整数,Δ为时间间隔.针对模型(1)的参数向量θ和时变波动率σ(t),
分两步来讨论其极大似然估计.

第1步,估计σ(t).首先,固定参数向量θ=θ0=(α0,β0,γ0,δ0,λ0,a0,b0)T,考虑时变波动率σ(t)的局

部极大似然估计.由于σ(t)是时变的参数,因此,采用局部常数近似的方法对它进行近似,即,对任意给定的

时间点t0,在t0 的某个邻域内,令σ(t)=σ(t0),其中,h 表示邻域的大小,称为带宽参数.则把σ(t0)作为

σ(t)的近似.
接下来,构造关于σ(t0)的核函数加权似然函数,即

ln(σ(t0))=∏
n

i=1
p(Δ,Xti|Xti-1

;σ(t0))Kh(ti-t0), (26)

其中,K(x)是权重函数,称为核函数,Kh(x)=K(x/h)/h.由于在实际问题中似然函数不容易计算,因此,
引入σ(t0)的(M,N)阶的加权近似似然函数,即

l(M,N)
n (σ(t0))=∏

n

i=1
pM,N(Δ,Xti|Xti-1

;σ(t0))Kh(ti-t0), (27)
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则它的对数似然函数为

L(M,N)
n (σ(t0))=∑

n

i=1
pM,N(Δ,Xti|Xti-1

;σ(t0))Kh(ti-t0), (28)

可以得到近似极大似然估计σ̂(M,N)(t0),即

σ̂(M,N)(t0)=argmax
σ(t0)

L
(M,N)
n (σ(t0)), (29)

至此,可得σ̂(t0)的近似极大似然估计σ̂(M,N)(t0),即σ̂(M,N)(t0)是σ(t)的近似极大似然估计.
第2步,固定σ̂(M,N)(t0),估计θ.首先,对参数θ 进行极大似然估计.构造似然函数为,

ln(θ)=∏
n

i=1
p(Δ,Xti|Xti-1

;θ), (30)

则它的对数似然函数为

Ln(θ)=∑
n

i=1
p(Δ,Xti|Xti-1

;θ), (31)

通过对Ln(θ)求θ 的偏导数,可以得到θ 的极大似然估计̂θn,即θ̂n =argmax
θ∈Θ

Ln(θ).

由于在实际问题中,有的似然函数不容易计算,因此,通过类比,引入 (M,N)阶的近似极大似然函数,
其中的pM,N 是由(15)式定义的转移密度,

l
(M,N)
n (θ)=∏

n

i=1
p(M,N)(Δ,Xti|Xti-1

;θ), (32)

则它的对数似然函数为

L
(M,N)
n (θ)=∑

n

i=1
p(M,N)(Δ,Xti|Xti-1

;θ), (33)

通过对L
(M,N)
n (θ)求θ 的偏导数,可以得到近似极大似然估计θ̂

(M,N)
n ,即

θ̂
(M,N)
n =argmax

θ∈Θ
L
(M,N)
n (θ), (34)

至此,可得θ̂
(M,N)
n 是̂θn 的近似,即θ̂

(M,N)
n 是θ 的近似极大似然估计.

3 渐近性质

定理2 如果样本容量n 固定,则当N → ∞ 时,̂θ
(M,N)
n -̂θn

P
→0.

证明 令R(M,N)(Δ,x|x0)=sup
θ∈Θ

|pM,N(Δ,x|x0)-p(Δ,x|x0)|,由于当N →∞并且M ⩾1时,

sup
θ∈Θ

|pM,N(Δ,x|x0)-p(Δ,x|x0)|→0,所以对于任意的ε>0,有R(M,N)(Δ,x|x0)⩽ε成立.则对于

任意的正整数k,就有

E |R(M,N)(Δ,X(t+Δ)|X(t))|k|X(t)=x0( ) ⩽ε,

根据马尔科夫不等式,可以得到,在给定X(t)=x0的情况下,R(M,N)(Δ,X(t+Δ)|X(t))依概率收敛到0.

由全概率公式P |R(M,N)(Δ,X(t+Δ)|X(t))|>ε( ) =∫
∞

-∞
P(|R(M,N)(Δ,X(t+Δ)|X(t))|>

ε|X(t)=x0)P(X(t)∈dx0),因此,由勒贝格控制收敛定理可得,当ε →0时,P(|R(M,N)(Δ,X(t+
Δ)|X(t))|>ε)→0,即,P(sup

θ∈Θ
|pM,N(Δ,X(t+Δ)|X(t))-p(Δ,X(t+Δ)|X(t))|>ε)→0,因

此,可以得到,pM,N(Δ,X(t+Δ)|X(t))-p(Δ,X(t+Δ)|X(t))
P
→0,因此,似然函数l

(M,N)
n (θ)收敛

到ln(θ).因此,当N → ∞ 时,̂θ
(M,N)
n -̂θn

P
→0.

证毕.

定理3 如果样本容量n 固定,则当N → ∞ 时,̂θ
(M,N)
n -θ

P
→0.

证明 因为θ 是̂θn 的极大似然估计,所以当N → ∞ 时,̂θn -θ
P
→0,由定理2可知,当N → ∞ 时,
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θ̂
(M,N)
n -̂θn

P
→0,所以,当N →∞时,̂θ

(M,N)
n -̂θn +̂θn -θ

P
→0,即,当N →∞时,̂θ

(M,N)
n -θ

P
→0,证毕.
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Approximatemaximumlikelihoodestimationofsemi-parametricjump-diffusionmodel

———closed-expansionmethodbasedontransferdensity

WangJixia,ZhangYameng

(CollegeofMathematicsandInformationScience,HenanNormalUniversity,Xinxiang453007,China)

Abstract:First,weintroducethesemi-parametricjump-diffusionmodel,andgettheexpressionofthetransitionproba-
bilitydensityusingtheclosed-formmethod.Itisprovedthattheexpansionofthetransitiondensityconvergestothetruetransi-
tiondensity.Thenweusetheapproximatemaximumlikelihoodestimationmethodtoestimatetheparametersinthemodel.For
thetime-varyingparameterandthenon-time-varyingparameter,weestimateitintwosteps.Inthefirststep,weusethemeth-
odoflocalconstantfittingtoapproximatethetime-varyingvolatilityparameters,thenthekernelfunctionweightedmethodis
usedtoestimatetheparameters,andwegetthelocalapproximatemaximumlikelihoodestimatorsofthetime-varyingparame-
ters.Inthesecondstep,theapproximatemaximumlikelihoodestimationofnon-homogeneousparametersisobtainedbyusing
thetraditionalmaximumlikelihoodestimationmethod.Finally,weprovetheasymptoticpropertiesofallestimators.

Keywords:jump-diffusionmodel;transitiondensity;approximatemaximumlikelihoodestimation;kernelweighting;lo-
calconstantfitting
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