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修正泡型图的条件匹配排除

王世英,杨婕,马晓蕾

(河南师范大学 数学和信息科学学院,河南 新乡453007)

摘 要:一个图G 的条件匹配排除数是最少的边的数量,使得删去这些边后形成的图既没有孤立点也没有完

美匹配和几乎完美匹配.任何一个这样的边集称为G 的一个最优条件匹配排除集.条件匹配排除数是衡量网络在边

故障情况下的鲁棒性的参数之一.主要给出了修正泡型图的条件匹配排除数是2n-2(n⩾5).
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一个图的完美匹配是一个边集使得图的每一个顶点都恰好与这个边集中的一条边关联.一个几乎完美

匹配是一个边集使得图中除了有一个点以外其余的点都只与一条边关联.因此,如果一个图有一个完美匹

配,则它有偶数个点;如果一个图有一个几乎完美匹配,则它有奇数个点.一个图G 的匹配排除数,用mp(G)
表示,是最小的边的数量,使得删去这些边后既没有几乎完美匹配也没有完美匹配.任何一个这样的最优边

集合被称为一个最优匹配排除集.如果图G 既没有完美匹配也没有几乎完美匹配,定义mp(G)=0.
分布处理系统能够提升连通性和可靠性.这样的分布系统的一个重要的成分是它的拓扑结构,被定义为

内部处理互联体系.在特定的应用中,每个点有一个特殊的对应点,匹配排除数能够度量这个对应在连接故

障事件中的鲁棒性[1].
若G 是含有偶数个顶点的图,与某一个顶点关联的边集合构成一个匹配排除集,称这样的匹配排除集

为平凡的.然而,在随机故障模型下,这种情形是几乎不可能发生的.在此情况下,文献[2]定义了图G 的条件

匹配排除数,用mp1(G)来表示,定义为最小的边数,使得删除这些边得到的图既没有孤立点也没有完美匹

配和几乎完美匹配.任何一个这样的边集被称为图G 的一个最优条件匹配排除集.如果图G 既没有完美匹配

也没有几乎完美匹配,或者图G 没有条件匹配排除集,则定义mp1(G)=0.称与一个最小度点相关联的所有

边组成的集合为最优的平凡匹配排除集.由此可以看出,对一个没有孤立点的图,妨碍一个完美匹配产生的

一种可能是一条路uvw,该路中u 和w 的度都为1.因此,要产生这样的路集,可以选择原图中的任意一条

uvw 路,并删除所有与u或者w 关联的边,但不删除边(u,v)和(v,w).定义ve(G)= min{dG(u)+dG(w)-
2-yG(u,w)∶u 和w 为长为2的路的端点},其中,dG(·)是一个度函数,如果u和w 相邻,则yG(u,w)=
1,否则为0.称由ve 导出的最优解为平凡的条件匹配排除.最新的相关研究成果参考文献[3-6].

命题1[2] 若G 为一个有偶数个顶点的图,则mp(G)⩽δ(G),其中δ(G)为G 的最小度.
命题2[2] 若G 为一个有偶数个点的图且δ(G)⩾3,则mp1(G)⩽ve(G).

1 预备知识

本节将给出文中需要的一些基本符号和概念.
图G 中与顶点v相关联的边的数目称为v的度.若图G 中的每个点的度都为t,则称图G 为t正则的.在
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G 中与v相邻的点称为G 的邻点,记作N(v).二部图是指一个图,它的顶点集可以分解为两个(非空)子集X
和Y,使得每条边都有一个端点在X 中,另一个端点在Y中;这样一种分类(X,Y)称为图的一个二分类.图G
的一条途径是指一个有限非空序列W =v0e1v1e2…ekvk,它的项交替地为顶点和边,使得对1⩽i⩽k,ei 的

端点是vi-1 和vi.称W 是从v0 到vk 的一条途径.若途径W 的顶点v0,v1,…,vk 互不相同,则称W 为路,记
作W =v0v1…vk.称一条途径是闭的,如果它有正的长且起点和终点相同.若一条闭迹的起点和内部顶点互

不相同,则它称为圈,记作C=v0v1…vkv0.长为k的圈称为k圈,按k是奇数还是偶数,称k圈是奇圈或偶圈.
包含G 的每个顶点的路称为G 的Hamilton路.G 的Hamilton圈是指包含G 的每个顶点的圈.G 的围长是G
中最短圈的长.

设Q 是一个有限群,S 是Q 的不含单位元的生成集.Cayley有向图Cay(S,Q)定义如下:它的顶点集是

Q,弧集是{(g,gs)∶g∈Q,s∈S}.若对任意的s∈S,有s-1∈S,则称这个Cayley图为无向Cayley图.本
文中的Cayley图均为无向Cayley图.

图1和图2分别给出了修正泡型图MB3 和MB4 及泡型图B3 和B4.

考虑一个n⩾3阶连通简单图H,它的顶点集为{1,2,…,n},它的每条边可以看作对称群Sn 中的一个

对换,这样H 的边集E(H)就对应Sn 中的一个对换集.在这种情况下,H 称为对换简单图.对换简单图H 对

应的Cayley图记为Cay(H,Sn).当对换简单图是树时,称为对换树.当对换简单图是路时,它对应的Cayley
图称为泡型图(Bubblesortgraph),记为Bn.当对换简单图是一个单圈图时,对应的Cayley图称为单圈图生

成的Cayley图,记为UGn.特别地,当H 是一个圈时,UGn 称为修正泡型图,记作MBn.由UGn 的定义,显然它

是n! 个点的n-正则图.注意到UGn 是特殊的Cayley图,它有以下性质.
定义1[7] 单圈图是边数等于顶点数的简单连通图.
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性质1[8] UGn 是顶点传递的二部图.
性质2[8] 对任意的正整数n⩾4,UGn 的围长是4.
在本文中,研究了MBn 的条件匹配排除数.对于MBn 中的两个点a1a2…an 和b1b2…bn,如果可以通过

交换i位置和i+1位置(i∈{1,2,…,n-1})的符号使得一个点可以得到另一个点这样的一条边称为i-边,
交换1位置和n位置的符号使得一个点得到另一个点这样的一条边称为n-边.当n⩾4时,可以将MBn 进行

如下分解:给定1⩽p⩽n,令Hi 为MBn 的一个由在p 位置的值为i的点导出的子图,其中1⩽i⩽n,称
这样的分解是MBn 沿着p位置的分解.当沿最后一个位置分解MBn,Hi 和Bn-1同构.根据这个分解,端点在

不同的 Hi 中的边称为交叉边.注意到每个顶点都与两个交叉边关联并且在两个不同的 Hi 之间共有2(n-
2)! 个独立的交叉边.本文出现的未介绍的概念参考文献[9].

2 主要结论

在证明本文的主要结论之前,首先引用一些已证明的结论.
定理1[10] 令n⩾3,设 H 为由n 阶m 条边生成的连通对换简单图,G 为H 对应的Cayley图,则

mp(G)=δ(G)=m.进一步,如果n⩾4,那么最优匹配排除集是平凡的.
定理2[9] 设k>0是一个整数,则每一个k正则2部图有k个边不相交的完美匹配.
定理3[10] 令n⩾4,u 和v 是Bn 中两个相邻的点,则Bn-{u,v}包含一个Hamilton圈.
定理4[11] 令n⩾4,F⊆E(Bn)且|F|⩽n-3,对Bn 中的每对点x 和y,其中x 和y 属于不同的部集,

在Bn-F 中都存在一个从x 到y 的Hamliton路.
定理5[12] 令n⩾3,则mp1(Bn)=2n-4.当n=4时,Bn 的最优匹配排除集或是平凡的条件匹配排除

集,或是由ωe 归纳出的条件匹配排除集,当n≠4时,Bn 的每个最优条件匹配排除集都是平凡的.
引理1 令n⩾5,若v是MBn 中的任一点,e1,e2,…,en-2 是与v关联的边,并且en-1,en 是与v关联的

(n-1)-边和n-边,则在MBn 中存在2(n-3)个长为4的圈和2个长为6的圈,其中(n-3)个4圈和1个

6圈包含en-1,(n-3)个4圈和1个6圈包含en.
证明 对每个i(1⩽i⩽n-2),从点v 开始使用(n-1)-边,(n-2)-边,(n-1)-边,(n-2)-边,

(n-1)-边,(n-2)-边得到一个6圈包含en-1和使用1-边,n-边,1-边,n-边,1-边,n-边得到一个6圈包

含en.从点v 开始使用(n-1)-边,i-边(1⩽i⩽n-3),(n-1)-边,i-边得到(n-3)个4圈包含en-1 和

使用n-边,i-边(2⩽i⩽n-2),n-边,i-边得到(n-3)个4圈包含en.
定理6 n⩾5时,mp1(MBn)=2n-2.
证明 MBn 的围长为4,故ve(MBn)=2n-2.因此由命题2,mp1(MBn)⩽ve(MBn)=2n-2.设F 是

一个最优条件匹配排除集并称它的元素为故障边,则|F|=mp1(MBn)⩽2n-2.下证|F|=2n-2.假设

|F|⩽2n-3且MBn -F 无孤立点.下证MBn -F 有完美匹配.
令 Hi,i=1,2,…,n为MBn 沿着最后一个位置的分解,则Hi 同构于Bn-1,MA 为所有(n-1)-边组成

的交叉边集,MB 为所有n-边组成的交叉边集,M =MA ∪MB.假设MBn -F 不含完美匹配,由于MA,MB

均为MBn 的一个完美匹配,所以|F∩M|⩾2,其中MA,MB 各自少一条故障边,|E(Hi)∩F|⩽2n-
3-1-1=2n-5(i=1,2,…,n).如果每个Hi-F 都含有完美匹配,则MBn -F 包含完美匹配,矛盾.故至

少一个 Hi-F 不含完美匹配.不妨设 Hn -F 不含完美匹配即n-2⩽|F ∩E(Hn)|⩽2n-5.
情况1 |F∩E(Hn)|=2n-5.
此时|F∩M|=2,其余 Hi 中没有故障边.设故障交叉边为x1y1∈MA,x2y2∈MB,所有的故障边均已

找到.
如果xi,yi(i=1,2)都不在Hn 中,则存在一个4圈x1y1zwx1,其中zw 是交叉边,y1z和x1w 都是非

故障的.因此(MA\{x1y1,zw})∪ {y1z,x1w}是MBn -F 的一个完美匹配.
xi,yj(i,j=1,2)只有一个是Hn 中的点.不妨设x1∈V(Hn).由于x1y1 为故障边,故与x1 关联的另

一条交叉边x1z1 非故障.由引理1,存在一个过x1z1 的6圈x1z1u1u2u3y1x1 且z1u1 ∈MA,u1u2 ∈MB,
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u2u3∈MA,y1u3∈MB.注意u2是Hn 的点.因此,u1u2不是故障边.当u3y1≠x2y2时,(MA\{x1y1,z1u1,

u2u3})∪ {x1z1,y1u3,u1u2}是MBn -F 的一个完美匹配.当u3y1=x2y2 时,过x2y2 存在一个4圈C:

x2y2vux2,其中E(C)\{x2y2}没有故障边.因此,(MB\{x2y2,uv})∪{x2u,y2v}是MBn -F 的一个完美

匹配.
xi,yj(i,j=1,2)有两个是Hn 的点.不妨设x1 和x2 是Hn 的顶点.当x1=x2 时,由于MBn -F 没有

孤立点,所以在 Hn 中与x1 关联的边至少有一条非故障,设为x1w1.如果x1w1 是一个1-边,则选择x1,y1

构造4圈;如果x1w1是一个(n-2)-边,则选择x2y2构造4圈;如果x1w1是其他边,则选择x1y1或者x2y2

构造4圈.下面给出一种情况,其他可以相同的方法构造.设x1w1 是一个1- 边,则存在一个4圈C4:

x1w1w2y1x1,使得E(C4)\{x1y1}是非故障的.因此,(MA\{x1y1,w1w2})∪{x1w1,w2y1}是MBn-F的

一个完美匹配.
当x1≠x2时,另一条交叉边x1z1∈MB 是非故障.设在Hn 中有与x1关联的非故障边.一条设为x1z2.

由引理1,有包含x1y1和x1z2的4圈C4=x1y1x3z2x1或者6圈C6=x1y1x3x4x5z2x1.其中在C4中,x1y1∈
MA,x3z2 ∈MA,y1x3 ∈E(Hx)(Hx ∈ {H2,…,Hn}).Hx 中没有故障边.因此,(MA\{x1y1,x3z2})∪
{x1z2,y1x3}形成MBn-F 的一个完美匹配.对于那个6圈,用相同的方法,可以得到MBn-F 的一个完美

匹配.
当x1≠x2时,另一条交叉边x1z1={x1,x1(1n)}∈MB 是非故障.设在Hn 中没有与x1关联的非故障

边.这样的故障边有(n-2)条.另外在Hn 中还有故障边(n-3)条.设这(n-3)条故障边为F*.由性质1,Hn

是一个(n-2)正则的二部图.由定理2,Hn 有(n-2)个边不相交的完美匹配.因此,Hn-F* 有一个完美匹

配Mn.设x1z2 ∈ Mn.则x1z2 是 Hn 中的故障边.由引理1,存在一条包含边x1z1 和x1z2 的4圈C4=
x1z1x3z2x1 或者6圈C6=x1z1x3x4x5z2x1.先考虑那个圈是4圈C4=x1z1x3z2x1.设z1,x3 在 Hx 中

(Hx ∈{H1,…,Hn-1}).因在 Hx 中没有故障边,所以由定理4在Hx 中包含一个在z1 和x3 间的Hamilton
路,从而 Hx -{z1,x3}包含一个完美匹配Mx.因剩余 Hr 中没有故障边,故由定理2,每个都存在一个完美

匹配,设这些完美匹配的并为Mr.如果n-边交叉边x3z2 是非故障的,那么((Mn ∪Mx ∪Mr)\{x1z2})∪
{x1z1,z2x3}形成了MBn -F 的完美匹配.设n-边交叉边x3z2 是故障的.这样2条交叉故障边已经找到.设
与z2 关联的非故障交叉边是z2w2.则z2w2 是一个(n-1)-边.注意到z1=x1(1n),z2=x1(i,i+1)(1⩽
i⩽n-2)和w2=z2(n-1,n-2)=x1(i,i+1)(n-1,n-2).所以(1n)和(i,i+1)(n-1,n-2)是不

同的.由于对于任意的x∈V(MBn)=Sn,x→x1x是一个自同构,所以z1 和w2 在不同的Hi.不妨设z1∈
V(H2),w2∈V(H3).因H2,H3之间有2(n-2)! 条交叉边,在H2中有(n-2)! 条边的端点与z1不在同

一部和没有交叉边故障,故存在一条非故障交叉边r1r2,r1 和z1 在不同的部,r1∈V(H2),r2∈V(H3).显
然,r2 与w2 也在不同的部.因H2 中没有故障边,故由定理4,H2-F 存在一个z1 和r1 间的Hamilton路P.
故P 包含一个H2-{z1,r1}的完美匹配M2.同理H3-{w2,r2}包含一个完美匹配M3.因其余Hi 中没有

故障边,所以各包含一个完美匹配Mi,设这些完美匹配的并为Mr.因此,(Mn\z2x1)∪M2 ∪M3 ∪Mr ∪
{x1z1,z2w2,r1r2}是MBn -F 的完美匹配.

对于包含边x1z1 和x1z2 的是6圈,用相同的方法,可以得到MBn-F 的一个完美匹配.
情况2 n-2⩽|F∩E(Hn)|⩽2n-6.
情况2.1 Hn-F 有一个孤立点.
情况2.1.1 |F∩E(Hn)|=n-2.
在这个条件下,由性质1,设该孤立点为u=(1).e1,e2,…,en-2 是 Hn 中与u 关联的边并且en-1=uu',

en =uu″是与u 关联的交叉边.则u'=(n-1,n)和u″=(1n).由于MBn -F 没有孤立点,所以与u 关联的

交叉边至少一条非故障.不失一般性,设uu″不是故障边.设Fj =(F ∩E(Hn))\{ej},其中j=1,2,…,n-
2,则|Fj|⩽n-3.由性质1,Hn 是一个(n-2)正则的二部图.由定理2,Hn 有(n-2)个边不相交的完美

匹配.所以Hn-Fj 有完美匹配Mj
n,并且ej 是Mj

n 中的元素.u'是Hn-1中的点和u″是H1中的点.因|F|⩽
2n-3,|F ∩M|⩾2,所以|E(Hi)∩F|⩽n-3对于1⩽i⩽n-1.讨论下面的子情况.

情况2.1.1.1 |F∩E(H1)|=n-3.
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在这个条件下,|F∩M|=2和对于i=2,…,n-1,Hi 中无故障边.
情况2.1.1.1.a uu'不是故障边.
u'=(n-1,n)是在 Hn-1 中和 Hn-1 中没有故障边.设e'1,e'2,…,e'n-2是 Hn-1 中与u'关联的边.由引

理1,过uu'和e'j的4圈有(n-3)个.由于n⩾5,所以这样的4圈至少有2个.设其中的一个4圈是C4=
uu'z1z2u,其中z1z2是一个(n-1)-边,uz2是故障边ej0

∈E(Hn)和u',z1∈V(Hn-1).因Hn-1中没有故

障边,所以由定理3,Hn-1-{u',z1}包含一个Hamilton圈C,故圈C 包含一个Hn-1-{u',z1}的完美匹配

Mn-1.因H1中有(n-3)条故障边,所以由定理2,H1-F 有完美匹配M1.由上面的讨论,Hn-{u,z2}有一

个完美匹配Mn.因对其他 Hi 中没有故障边,所以由定理2,每个都含有完美匹配,记这些完美匹配的并为

Mr.如果z1z2 不是故障边,那么(Mn\uz2)∪M1∪Mn-1∪Mr ∪ {uu',z1z2}是MBn -F 的完美匹配.设

z1z2 是故障边.由于那样的4圈至少有2个,所以可以选择另一个4圈是C'4=uu″z'1z'2u,其中z'1z'2 是一

个(n-1)-边.由于只有一条交叉边(n-1)-边是故障边,所以新的z'1z'2 不是故障边.利用上面的方法,能
获得MBn -F 的一个完美匹配.

情况2.1.1.1.b uu'是故障边.
注意到u″=(1n)是 H1 中的点和|F ∩E(H1)|=n-3.由定理2,H1 有一个完美匹配 M1.设

u″x3 ∈M1.注意到包含uu″和u″x3有一个4圈C4=uu″x3x4u或者一个6圈C6=uu″x3y4y5x4u.其中x3x4∈
MB 和x4u∈E(Hn).设如此的圈是4圈C4=uu″x3x4u.设ej=x4u.由上面的讨论Hn -{x4,u}有一个完

美匹配Mx4u

n .因剩余 Hr 中没有故障边,故由定理2,每个都存在一个完美匹配,设这些完美匹配的并为 Mr.

如果x3x4 不是故障边,那么Mx4u

n ∪ (M1\u″x3)∪Mr ∪ {uu″,x3x4}是MBn -F 的完美匹配.设x3x4 是

故障边.现在2条交叉边的故障边已经找到.它们是{(1),(n-1,n)}和{(i,i+1),(i,i+1)(1n)},其中(i,

i+1)和(1n)不相交.2种交叉边构成的6圈C6=(1),(1n),(1n)(n-1,n),(1n)(n-1,n)(1n),(1n)(n-
1,n)(1n)(n-1,n),(1n)(n-1,n)(1n)(n-1,n)(1n),(1n)(n-1,n)(1n)(n-1,n)(1n)(n-1,n).在C6

中的n-边如下:
{(1),(1n)};
{(1n)(n-1,n),(1n)(n-1,n)(1n)},其中(1n)(n-1,n)=(1,n,n-1)和(1n)(n-1,n)(1n)=(1,

n-1);
{(1n)(n-1,n)(1n)(n-1,n),(1n)(n-1,n)(1n)(n-1,n)(1n)},其中(1n)(n-1,n)(1n)(n-1,

n)=(1,n-1,n)和(1n)(n-1,n)(1n)(n-1,n)(1n)=(n-1,n).
因此,这3条边都不是{(i,i+1),(i,i+1)(1n)}.为了方便,设那个交叉边构成的6圈为x1x2x3x4x5x6x1.
因此,(MA\{x2x3,x4x5,x1x6})∪ {x1x2,x3x4,x5x6}是MBn -F 的一个完美匹配.

设如此的圈是6圈C6=uu″x3y4y5x4u=(1),(1n),(1n)(12),(1n)(12)(1n),(1n)(12)(1n)(12),
(1n)(12)(1n)(12)(1n),(1n)(12)(1n)(12)(1n)(12)=(1),(1n),(12n),(2n),(1n2),(12),(1).其中

{(12n),(2n)},{(1n2),(12)}∈MB 和x4u∈E(Hn).设ej=x4u.由上面的讨论Hn -{z4,u}有一个完美

匹配Mx4u

n .H2 中没有故障边.H2-{(2n),(1n2)}有一个完美匹配M *
2 .因剩余Hr 中没有故障边,故由定理

2,每个都存在一个完美匹配,设这些完美匹配的并为Mr.如果{(12n),(2n)},{(1n2),(12)}不是故障边,那

么 Mx4u

n ∪(M1\u″x3)∪M *
2 ∪Mr∪{{(1),(1n)},{(12n),(2n)},{(1n2),(12)}}是MBn -F 的完美匹

配.设{(12n),(2n)},{(1n2),(12)}之一是故障边.由上面讨论的交叉边构成的6圈知道,那3条的n-边与边

{(12n),(2n)},{(1n2),(12)}不同.由上面的讨论,可以获得MBn -F 的一个完美匹配.
情况2.1.1.2 |F∩E(H1)|⩽n-4.
讨论下面的情况.
情况2.1.1.2.a |F∩M|=2.
在这种情况故障边最多还有 (n-3)条没有找到.注意通过uu″和ej 有6圈或者4圈有(n-2)个.因(12)

和(1,n)相交,故这样的4圈有(n-3)个.因为n⩾5,所以存在4圈C 上交叉边是非故障.设C 为uu″u2u3u
时,其中u″,u2∈V(H1),uu3 是故障边ej.因在H1 中最多有(n-4)条故障边,所以由定理4在H1 中包含
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一个在u″和u2 间的Hamilton路,从而(H1-F)-{u″,u2}包含一个完美匹配M1.因剩余Hr 中最多有(n-
3)条故障边,故由定理2,每个都存在一个完美匹配,设这些完美匹配的并为 Mr.因此,((Mn ∪ M1 ∪
Mr)\{uu3})∪ {uu″,u2u3}形成了MBn -F 的完美匹配.

情况2.1.1.2.b 3⩽|F∩M|⩽n-2.
考虑|Fi|⩽n-4对于i=1,2,…,n-1,讨论下面的子情况.
情况A uu'不是故障边.
由引理1,过边uu'和ej 有(n-2)个圈;过边uu″和ej 有(n-2)个圈,共2(n-2)个圈.由于n⩾5,

所以存在一个4圈在它上面交叉边是非故障.不妨设,过边uu″和ej 有一个4圈C4=uu″u2u3u,其中u″,u2∈
V(H1),uu3 是故障边ej.因在H1 中最多有(n-4)条故障边,所以由定理4在H1 中包含一个在u″和u2 间

的 Hamilton路,从而H1-{u″,u2}包含一个完美匹配M1.因剩余Hr 中最多有(n-4)条故障边,故由定理

2,每个都存在一个完美匹配,设这些完美匹配的并为 Mr.因此,((Mn ∪M1 ∪Mr)\{uu3})∪ {uu″,u2u3}
形成了MBn -F 的完美匹配.

情况B uu'是故障边.
在这种情况交叉边是故障边最多还有 (n-3)条没有找到.因过边uu″和ej 有(n-2)个圈,故存在一个

4圈或一个6圈上交叉边是非故障的.设n-边的交叉边是非故障的4圈C4=uu″u2u3u,其中u″,u2∈V(H1),

uu3 是故障边ej.因在 H1 中最多有(n-4)条故障边,所以由定理4在 H1 中包含一个在u″ 和u2 间的

Hamilton路,从而H1-{u″,u2}包含一个完美匹配M1.因剩余Hr 中最多有(n-4)条故障边,故由定理2,
每个都存在一个完美匹配,设这些完美匹配的并为Mr.因此,((Mn ∪M1 ∪Mr)\{uu3})∪ {uu″,u2u3}形

成了MBn -F 的完美匹配.设如此的圈是6圈C6=uu″y3y4y5y6u=(1),(1n),(1n)(12),(1n)(12)(1n),
(1n)(12)(1n)(12),(1n)(12)(1n)(12)(1n),(1n)(12)(1n)(12)(1n)(12)= (1),(1n),(12n),(2n),
(1n2),(12),(1).其中{(12n),(2n)},{(1n2),(12)}∈MB 和y6u∈E(Hn).设ej=y6u.由上面的讨论Hn

-{y6,u}有一个完美匹配My6u

n .由于H1 和H2 中最多有(n-4)条故障边,所以H1-{(1n),(12n)}有一

个完美匹配M *
1 和H2-{(2n),(1n2)}有一个完美匹配M *

2 .因剩余Hr 中最多有(n-4)条故障边,故由定

理2,每个都存在一个完美匹配,设这些完美匹配的并为Mr.因此,My6u

n ∪M *
1 ∪M *

2 ∪Mr∪{{(1),(1n)},
{(12n),(2n)},{(1n2),(12)}}是MBn -F 的完美匹配.

情况2.1.1.2.c |F∩M|=n-1.
在这种情况下所有的故障边已经找到和 Hi(i=1,2,…,n-1)没有故障边.讨论下面的子情况.
情况A uu'不是故障边.
由引理1,过边uu'和ej 有(n-2)个圈;过边uu″和ej 有(n-2)个圈,共2(n-2)个圈.由于n⩾5,

所以2(n-2)>n-1和存在一个4圈或一个6圈上n-边的交叉边是非故障.不妨设,过边uu″和ej 有一个

4圈或一个6圈上n- 边的交叉边无故障.设n- 边的交叉边是非故障是4圈C4 =uu″u2u3u,其中u″,

u2 ∈V(H1),uu3 是故障边ej.因在 H1 中没有故障边,所以由定理4在 H1 中包含一个在u″ 和u2 间的

Hamilton路,从而 H1-{u″,u2}包含一个完美匹配M1.因剩余Hr 中没有故障边,故由定理2,每个都存在

一个完美匹配,设这些完美匹配的并为Mr.因此,((Mn ∪M1∪Mr)\{uu3})∪{uu″,u2u3}形成了MBn -
F 的 完 美 匹 配.设 如 此 的 圈 是 6 圈 C6 =uu″y3y4y5y6u = (1),(1n),(1n)(12),(1n)(12)(1n),
(1n)(12)(1n)(12),(1n)(12)(1n)(12)(1n),(1n)(12)(1n)(12)(1n)(12)= (1),(1n),(12n),(2n),
(1n2),(12),(1).其中{(12n),(2n)},{(1n2),(12)}∈MB 和y6u∈E(Hn).设ej =y6u.由上面的讨论

Hn -{y6,u}有一个完美匹配My6u

n .由于H1 和H2 中没有故障边,所以H1-{(1n),(12n)}有一个完美匹

配M *
1 和H2-{(2n),(1n2)}有一个完美匹配M *

2 .因剩余Hr 中没有故障边,故由定理2,每个都存在一个

完美匹配,设这些完美匹配的并为 Mr.因此,My6u

n ∪ M *
1 ∪ M *

2 ∪ Mr ∪ {{(1),(1n)},{(12n),(2n)},
{(1n2),(12)}}是MBn -F 的完美匹配.

情况B uu'是故障边.
在这种情况下还有 (n-2)条交叉边是故障边没有找到.过边uu″和ej 有(n-2)个圈.设过边uu″和ej
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有一个4圈或一个6圈上n-边的交叉边无故障.现设n-边的交叉边是非故障的4圈C4=uu″u2u3u,其中u″,

u2 ∈V(H1),uu3 是故障边ej.因在 H1 中没有故障边,所以由定理4在 H1 中包含一个在u'和u2 间的

Hamilton路,从而 H1-{u″,u2}包含一个完美匹配M1.因剩余Hr 中没有故障边,故由定理2,每个都存在

一个完美匹配,设这些完美匹配的并为Mr.因此,((Mn ∪M1∪Mr)\{uu3})∪{uu″,u2u3}形成了MBn -
F 的 完 美 匹 配.设 如 此 的 圈 是 6 圈 C6 =uu″y3y4y5y6u = (1),(1n),(1n)(12),(1n)(12)(1n),
(1n)(12)(1n)(12),(1n)(12)(1n)(12)(1n),(1n)(12)(1n)(12)(1n)(12)= (1),(1n),(12n),(2n),
(1n2),(12),(1).其中{(12n),(2n)},{(1n2),(12)}∈MB 和y6u∈E(Hn).设ej =y6u.由上面的讨论

Hn -{y6,u}有一个完美匹配My6u

n .由于H1 和H2 中没有故障边,所以H1-{(1n),(12n)}有一个完美匹

配M *
1 和H2-{(2n),(1n2)}有一个完美匹配M *

2 .因剩余Hr 中没有故障边,故由定理2,每个都存在一个

完美匹配,设这些完美匹配的并为 Mr.因此,My6u

n ∪ M *
1 ∪ M *

2 ∪ Mr ∪ {{(1),(1n)},{(12n),(2n)},
{(1n2),(12)}}是MBn -F 的完美匹配.

设过边uu″和ej 的(n-2)个圈都有n-边的交叉边是故障的.这样(n-1)条交叉边是故障边就找到了.
注意到边{(12),(12)(1n)},{(23),(23)(1n)},…,{(n-2,n-1),(n-2,n-1)(1n)}可能是故障边.设

ej ={(1),(23)}.则{(23),(23)(n-1,n))}是非故障的.由上面的讨论 Hn -{(1),(23)}有一个完美匹配

M *
n .点(23)(n-1,n)和(12)(1n)(n-1,n)在Hn-1 中和点(1n)和(12)(1n)在H1 中.由定理4,在H1 中

有一个连接(1n)和(12)(1n)之间的Hamilton路和在Hn-1中有一个连接(23)(n-1,n)和(12)(1n)(n-1,

n)之间的 Hamilton路.因此,H1-{(1n),(12)(1n)}有一个完美匹配 M *
1 和 Hn-1-{(23)(n-1,n),

(12)(1n)(n-1,n)}有一个完美匹配 M *
n-1.因剩余 Hr 中没有故障边,故由定理2,每个都存在一个完美匹

配,设这些完美匹配的并为 Mr.因此,M *
n ∪M *

1 ∪M *
n-1 ∪Mr ∪ {{(1),(1n)},{(23)(n-1,n),(23)},

{(12)(1n),(12)(1n)(n-1,n)}}是MBn -F 的完美匹配.
情况2.1.2 n-1⩽|F∩E(Hn)|⩽2n-6.
设该孤立点为u,在Hn 中,与u相邻的点为u1,u2,…,un-2.因MBn-F 没有孤立点,所以与u关联的交

叉边uu',uu″至少有一条非故障.不妨设uu″非故障.令F'为F ∩E(Hn)中删去与u 关联的Hn 中的边得

到的边集,则|F'|⩽2n-6-(n-2)=n-4.因2⩽|F∩M|⩽n-2和2(n-2)>n-2,故在u1,u2,…,

un-2 中至少有一个关联的交叉边是非故障的.不妨设u1 关联的交叉边u1u*
1 是非故障的,其中u*

1 =(1n)或
者(n-1,n).

情况2.1.2.1 u*
1 =(1n).

由定理4在 Hn -F'中包含一个在u和u1 间的Hamilton路P1.在P1 上仅有和u关联的边是故障边.
因此(Hn -F)-{u,u1}包含一个完美匹配Mn.如果u″和u*

1 在同一个 H1,那么在 H1 中u″和u*
1 相邻,

这时uu1u″u*
1u 是一个4圈.因H1 中至多有2n-3-(n-1)-2=n-4条故障边,由定理4,H1-F 包含

一个在u″和u*
1 间的Hamilton路,因此(H1-F)-{u',u1'}包含一个完美匹配M1.因为其他的Hi 中最多

有2n-3-(n-1)-2=n-4条故障边,所以由定理2,Hi-F 有完美匹配Mi,设这些完美匹配的并为Mr.
因此,M1 ∪Mn ∪Mr ∪ {uu″,u1u*

1 }是MBn -F 的完美匹配.
如果u″,u*

1 在不同的 Hi 中,那么u1=(12)和u*
1 =(1n2)∈V(H2).因H1 和H2 间有2(n-2)! 条

交叉边,其中(n-2)! 条交叉边在H1 中的端点与u″不在同一部.因(n-2)! >n-2,故存在一条非故障

交叉边r1r2,r1 与u″在不同的部,r1 ∈V(H1),r2 ∈V(H2).显然r2 与u*
1 也在不同的部.因H1 中最多含

(n-4)条故障边,所以由定理4,H1-F 中包含一个在u″和r1间的Hamilton路.因此,(H1-F)-{u″,r1}
包含一个完美匹配M1.同理,H2-F-{u*

1 ,r2}包含一个完美匹配M2.因其他Hi 中最多(n-4)条故障边,
所以由定理2,Hi-F 有完美匹配Mi,设这些完美匹配的并为 Mr.因此,M1 ∪M2 ∪Mn ∪Mr ∪ {uu″,

u1u*
1 ,r1r2}是MBn -F 的完美匹配.
情况2.1.2.2 u*

1 =(n-1,n).
由于2(n-2)-1>n-2,所以可以选择u1 和u*

1 不相交.因此,u*
1 ∈V(Hn-1).因 H1 和 Hn-1 间有

2(n-2)! 条交叉边,其中(n-2)! 条交叉边在H1 中的端点与u″不在同一部.因(n-2)! >n-2,故存
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在一条非故障交叉边r1r2,r1与u″在不同的部,r1∈V(H1),r2∈V(Hn-1).显然r2与u*
1 也在不同的部.因

H1 中最多含(n-4)条故障边,所以由定理4,H1-F 中包含一个在u″和r1 间的Hamilton路.因此,(H1-
F)-{u″,r1}包含一个完美匹配M1.同理,Hn-1-F-{u*

1 ,r2}包含一个完美匹配Mn-1.因其他的Hi 中最

多(n-4)条故障边,所以由定理2,Hi-F 有完美匹配Mi,设这些完美匹配的并为Mr.因此,M1∪Mn-1∪
Mn ∪Mr ∪ {uu″,u1u*

1 ,r1r2}是MBn -F 的完美匹配.
情况2.2 Hn-F 不含孤立点.
因 Hn 同构于Bn-1,所以由定理5,当n-2⩽|F ∩E(Hn)|⩽2n-7时,Hn -F 有完美匹配,矛盾.

因此,下面考虑|E(Hn)∩F|=2n-6的情况.因为Hn -F 中没有完美匹配,所以存在路z1z2z3,其中与

z1 关联的有(n-3)条故障边,设为z1y1,z1y2,…,z1yn-3,与z3 关联的有(n-3)条故障边,设为z3x1,

z3x2,…,z3xn-3.
因2⩽|F ∩M|⩽3,z1,z3 各关联两条交叉边,所以z1 或z3 存在一条交叉边非故障.不失一般性,设

与z1 关联的交叉边z1z'1 非故障.令F'为V(Hn)∩F 中与z3 相邻的故障边集,则|F'|=n-3.因Hn 是

(n-2)正则二部图,由定理2,Hn -F'中存在完美匹配Mn 且z2z3∈Mn,z1yi∈Mn(1⩽i⩽n-3).不
妨设z1y1 ∈Mn.在Mn 中只有z1y1 是故障边.

情况2.2.1 y1 的交叉边不是故障.
不妨设y1y'1 非故障.如果z'1 和y'1 在同一个 Hi 中时,不妨记为 H2,那么z'1 和y'1 相邻,这时

z1y1y'1z'1z1 是一个4圈.由定理3,H2-{z'1,y'1}包含一个 Hamilton圈C.因|H2 ∩F|⩽2n-3-
(2n-6)-2=1,故C 包含一个H2-{z'1,y'1}的完美匹配M2.因其他的Hi 中最多有一条故障边,所以由

定理2,Hi-F 有完美匹配Mi,设这些完美匹配的并为Mr 因此,(Mn\z1y1)∪M2∪Mr∪{z1z'1,y1y'1}
形成MBn -F 的一个完美匹配.

如果z'1 和y'1 在不同的 Hi 中时,那么不妨设z'1 ∈V(H2),y'1 ∈V(H3).因 H2,H3 之间有2(n-
2)! 条交叉边,在 H2 中有(n-2)! 条它的端点与z'1 不在同一部和最多有3条交叉边故障,故存在一条非

故障交叉边r1r2,r1和z'1在不同的部,r1∈V(H2),r2∈V(H3).显然,r2与y'1也在不同的部.因H2中至

多有一条故障边,故由定理4,H2-F 存在一个z'1 和r1 间的Hamilton路P.故P 包含一个H2-{z'1,r1}
的完美匹配M2.同理H3-{y'1,r2}包含一个完美匹配M3.因其余Hi 中最多有一条故障边,所以每个都存

在一个完美匹配,设这些完美匹配的并为Mr.因此,(Mn\z1y1)∪M2∪M3∪Mr∪{z1z'1,y1y'1,r1r2}是

MBn -F 的完美匹配.
情况2.2.2 y1 的两条交叉边都是故障边.
因2⩽|F ∩M|⩽3,故存在z3 的交叉边存在非故障.令F'为V(Hn)∩F 中与z1 相邻的故障边集,

则|F'|=n-3.因 Hn 是(n-2)正则二部图,故由定理2,Hn -F'存在完美匹配M'n 且z1z2 ∈M'n,

z3xi ∈M'n.不妨设z3x1∈M'n.在M'n 中只有z3x1 是故障边.因y1 的交叉边都故障且2⩽|F∩M|⩽3,
所以x1 有一条交叉边非故障.不妨设x1x'1 非故障.

如果z'3 和x'1 在同一个 Hi 中时,不妨记为H2,那么z'3 和x'1 相邻,这时z3x1x'1z'3z3 是一个4圈.
由定理3,H2-{z'3,x'1}包含一个Hamilton圈C.因H2 中最多有一条故障边,故C 包含一个H2-{z'3,

x'1}的完美匹配M2.因其他的Hi 中最多有一条故障边,所以由定理2,Hi-F 有完美匹配Mi,设这些完美

匹配的并为Mr.因此,(M'n\z3x1)∪M2 ∪Mr ∪ {z3z'3,x1x'1}形成MBn -F 的一个完美匹配.
如果z'3 和x'1 在不同的 Hi 中时,那么不妨设z'3 ∈V(H2),x'1 ∈V(H3).因 H2,H3 之间有2(n-

2)! 条交叉边,在 H2 中有(n-2)! 条边的端点与z'3 不在同一部和最多有3条交叉边故障,故存在一条非

故障交叉边w1w2,w1 和z'3 在不同的部,w1∈V(H2),w2∈V(H3).显然,w2 与x'1 也在不同的部.因H2

中至多有一条故障边,故由定理4,H2-F存在一个z'3和w1间的Hamilton路P.故P 包含一个H2-{z'3,

w1}的完美匹配M2.同理H3-{x'1,w2}包含一个完美匹配M3.因其余Hi 中最多有一条故障边,所以各包

含一个完美匹配Mi,设这些完美匹配的并为 Mr.因此,(M'n\z3x1)∪M2 ∪M3 ∪Mr ∪ {z3z'3,x1x'1,

w1w2}是MBn -F 的完美匹配.
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Conditionalmatchingpreclusionofthemodifiedbubblesortgraph

WangShiying,YangJie,MaXiaolei

(CollegeofMathematicsandInformationScience,HenanNormalUniversity,Xinxiang453007,China)

Abstract:Theconditionalmatchingpreclusionnumberofagraphistheminimumnumberofedges,whosedeletionre-
sultsinagraphwithnoisolatedverticesthathasneitherperfectmatchingsnoralmost-perfectmatchings.Anysuchoptimalset
iscalledanoptimallyconditionalmatchingpreclusionset.Theconditionalmatchingpreclusionnumberisoneoftheparameters
tomeasuretherobustnessofinterconnectionnetworksintheeventofedgefailure.Inthispaper,weworkoutthatthecondi-
tionalmatchingpreclusionnumberofthemodifiedbubblesortgraphis2n-2(n⩾5).

Keywords:Cayleygraphs;modifiedbubblesortgraphs;matchings;conditionalmatchingpreclusion
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