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基于几何约束关系的M L 模型求解三维坐标定位问题研究

张雷

(重庆交通大学数学与统计学院，重 庆 400074)

摘 要 ：为了提高三维空间位置定位算法的性能和准确性，提 出 了 以 3 个基站定位原理为基础的基于几何约 

束 关 系 的 M L 模型 .通过设计基站位置、到达时间（time of arrival, T O A )数 值 、手持终端位置之 间 的 几 何 关 系 ，估计 

得到手持终端的全部可能位置，通过最大似然算法，以最大可能的估计值确定为定位结果 .经过仿真计算验证了算 

法能有效抑制非视距环境（ncm-line of Sight，N L O S ) 误差和测量误差，并且能够得到最佳估计值，具 有计算量小、精 

度高等优点.仿真结果表明了该方法的有效性，在各类室内定位系统中具有很强的实用性.
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随着无线通信网络技术的发展，移动定位技术在公共安全服务、智能仓储、危险作业等多方面都有着广 

泛的应用，准确掌握未知地理位置的相关信息至关重要，相关项目已越来越受到重视，并对此进行了深人的 

研究[h ].

关于无线定位技术的研究方法比较常见的有Chan算法[4]、Tayl〇r 级数展开法[5]、Chan和 T a y lo r的协 

同定位算法[6—7]等.Chan算法是一种基于到达时间差 （ time difference of arrival, TD0 A )技术、具有解析表 

达式解的非递归双曲线方程组解法，其主要特点是可以通过增加基站数量来提高算法精度.但在非视距环 

境（non-lme of S ig h t，N L0 S)下，算法定位精度显著下降.T aylor序列展开法是一种需要估计初始位置的递 

归算法，算法在各种信道环境下可取得良好的定位效果，能够提供估计位置的最优解，但该算法需要递归求 

解 ，不能提供明确的表达式解，计算量也较大.而基于Chan和 T ay lo r的协同定位算法，通 过 C han氏算法对 

TD0 A 的测量值进行定位计算，将 Chan算法定位的结果作为T aylor算法初值的设计提升了协同定位方法 

的定位精度，但是加权方式对定位精度的提高是很有限的.

由于在采用T 0 A 和 TD0 A 技术进行位置估计时，非视距误差是影响定位精度的主要因素，测量误差 

也是不可忽略的因素.通过对数据进行分区来抑制或消除误差的计算量很大，初始值也难以确定，并且只能 

在一定程度上降低N0 L S 误差对定位精度的不利影响，不能有效地抑制误差[84°].本文为了实现对NL0 S 

误差、测量误差的有效抑制，基于三基站定位模型，针对三基站球面交集五大类球面分布情况，采用不同方法 

获取手持终端估计点.借助软件工具计算，将得出的估计点样本值进行有效筛选，得出每组数据每个终端坐 

标的估计值.同时，在已建立的基于几何约束关系的最大似然 （ maximum likelihood,ML)估计模型的基础上，通 

过估计值与真实值之间的距离均值、标准差以及相对空间关系作为评价指标建模，针对三维空间定位计算、定 

位精度判断、定位状况分析等问题分别进行了求解，得到了较精确的位置关系，提高了定位的精度.

1 问题的提出

在实际应用中，面对未知的三维空间，为了求得各个终端的三维坐标，需要搭建一个适用于三维空间的
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算法模型.三维定位算法中，首先考虑建立一个合适的几何模型.通过3 个基站的三维坐标、T O A 测量值建 

立几何约束关系，以确定手持终端位置坐标.即根据3 个基站 T O A 测量值，每个基站为球心可以绘制出一 

个与测量值T O A 相匹配的球面，进而形成3 个球面，构成一个计算模型，利用针对各种计算模型的算法便 

可确定终端位置的估计值.

以三基站通过T O A 数据形成球面两两会有相交为例，两两相交形成估计值的一个存在区域，见 图 1. 

此种情况下，判断依据为：̂ +厂 2> / 12> |  r i—r2 | ;
厂2 十 厂 3 2  Z23 >  | 厂2 — 厂3 | ; n  十 厂 3 >  / 13 >  | n  — 厂3 | ， 3

M 6 见 ，M 6 私 ，M 6 私.三个基站球面相交会形成多 

种 交 集 形 式 . 通 过 ，BS2和 BS3的半径和位置关系来 

估算未知终端的位置.由于终端随机地部署在三维空 

间，本文约定讨论的终端始终在空间内部.

2 基于几何约束关系的信号模型

无线电波在进行传播时，从发送点到接收点之间的 

测量传播时间T O A 是真实的传播时间与测量噪声的综 

合反映：

X  =  f i x ,  〇〇, )  =  f i x )  +  (Ui +  QJd  , ( 1 )

1 表示真实的传播时间，_ 为测量误差对应的时间部分， 为非视距误差对应的时间部分^ 为对于传播时 

间的测量值.已知无线电信号的传播速度w = 3 X 108 m/s，根据时间、速度与距离之间的关系式，得出基于 

丁OA 测量值的距离模型：L z =  w •之= w • / z (1，〇；) =  w • / z (1) +  w w •⑴心= (1) +  叫,2 +  ，

其 中 代 表 T O A 测量值对应第2个基站到移动台的测量距离， 代表L z测量距离误差，〜,z代表距离的非 

视距误差 ， f  〇r ) 代表手持终端到第 z 个基站的真实距离，根据基站与手持终端的坐标，可 得 f  〇r) =

7(了一 A )2 — ( ^ ―  3〇2 — (之一^ ) 2，式中(L 3N2：) 为手持终端的真实位置， 为第 f 个基站的坐标 

位置.

在一般情况下，̂ 服 从 均 值 为 零 的 正 态 分 布 ; z是数值为正的N L O S误差，其分布情况通常未知.基 

于这种假设，L O S环境、N L O S环 境 下 第 z 个基站测量得到的丁O A 测量值的概率密度函数可以分别表 

示为：
1 1 , L —g- (x)) x 9P i U^ / Cx . y . z y )  =  e ~ ( ^ ) ， （2)\J (2tt)c7z

P vI( L丨/(x ，y ，z )，?!,“）=  1 e ~ (~— 心 ) • (3)
7(2 丌)&

因此，手持终端位置的最大似然估计可以表示为：

X =  arg maxx TT P / ( L J  ( x , y , z ) )  TT.t . P >d ( L J  (j: , y , z) , (4)
丄1 lkz 4 丄1 lkz b.nl

(4)式中，S,是在 L O S环境下基站的集合；Sw是在 N L O S环境下基站的集合.采取对(4)式两端取对数处理， 

得到：

arg maxa 2
/ L t — g t (x)

Or 2
— g t(x)  — n, ^ (5)

3 基于几何约束关系的M L 算法

三维丁O A 测量数据系统根据随机选取的3 个已知基站为球心的距离球的交点与交集来判定手持终端 

坐标 .N L O S误差为一非负值，而且相对其他误差来说数值较大，因此，受 N L O S误差影响的测量距离远大 

于真实环境下的距离，可以认为手持终端的位置在球体的重叠区域，3 个球心构成的空间平面通过该重叠区 

域，并与重叠区域的3 条弧形棱边相交形成3 个交点A ，B ，C，此时，在空间中有唯一点到A ，B ， C 3 点距离之
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和最小的点就是所求的手持终端M 点.手持终端位置坐标M 〇r ，̂，z)，应满足：

F i x , y , z) =  ( x — x A)2 +  {〇〇 — ̂：b)2 +  {〇〇 — occ)2 ( y — J a)2 +  ( y — ̂ b)2 +

(y 一 y〇)2 +  (z 一 zA)2 +  (z 一 zB)2 +  (z 一 zc)2. (6)

接下来，将三基站通过丁〇A 数据形成的3 个球面之间的不同几何关系进行详细分类和算法解析，共有 

以下 5 种情况.

(1) 三基站球面交集.此种情况，即三基站通过丁O A 数据形成球面两两会有相交，从而形成估计值的一 

个存在区域.在这类几何关系下，显然3 个基站对应球面大小相当，即三基站数据的L O S误差与N L O S误差 

数量相当，可以认为三基站数据误差均很大的情况为小概率情况.由于假设了小概率事件不发生，所以本模 

型认为此时三基站数据误差均很小.选取三球面相交的两个点A ，B 为计算取值点，通过将两点坐标平均可 

以得到所需要的终端位置z 的估计点.

计算公式按照(7)式进行：

v  X a +  X B Y a 十 Y b 7 ZA +  Z B , 7、x , =  --- 2--- =  ------- 2--- h  =  --- 2---• (7)

(2) 三基站球面单交集.此种情况，判断依据为：3 rz+/〇 > |  |;3 rz+/〇 或 3 k <

I — rj | .
即存在两个基站通过T O A 数据形成球面相交的情况，随着第3 个基站球面的位置不同，也有着不同的 

位置关系情况.

使 用 3 个基站点确定的平面切割三基站通过丁O A 数据形成的球面，则在切割平面上形成了 3 个圆，其 

中有两个圆存在交集.将两个存在交集的圆的两个交点作为估计终端位置的基本点A ，B 点，采用公式计算 

得出估计的终端位置.

(3) 三基站球面非单交集.此种情况，判断依据如下.

1 H  : ri +  r2 >  Zi2 >  | ri — r2 | ; r2 +  r3 >  Z23 >  I r2 — r3 | ； +  r3 <  Zi3.

2 类 ：n >  Z12 >  | n — r2 | >  Z23 >  | r2 — r3 | ^  +  r3 >  Z13 >  | n — r3 |，且不存在 M ，使

M  € 凡 ，M  € R 2，M  € R 3.

即 3 个基站 T O A 数据形成球面存在交集，但交集数不止一个.按交集面数目为两个和3 个的情况分为 

两类，如图 2、图 3 所示.其中，交集面为两个时，采用的方法是取相离的两球的心连线的中点作为其中一个 

基本点A ，随后再使用三球球心连成平面切割球面，切割平面上形成的3 个圆，两个相离的球对应的圆都与 

另一圆相交，出现4 个交点，分为相邻E ，F 和 G ，H 两对，取出每对中点作为基本点B ，C ，通过最小二乘法计 

算 ，得出函数中以值为估计得到的手持终端坐标.

当 3 个球面均两两存在交集，交集面为3 个时.首先使用三球心形成平面对3 个球面进行切割，在切割 

平面上形成3 个圆两两相交的几何关系图，如 图 3.根据图 3 中所示，三圆心两两连线，会穿过其交集区域， 

与交集区域形成6 个交点，再分别取3 对相近交点的中点作为基本点A ，B ，C.最后通过最小二乘法计算得 

到估计手持终端位置.

(4)三基站球面外离.此种情况，判断依据为：/̂ +  r2 <  Z12 ;r2 +  r3 <  Z23 +  r3 <  Z13.

即 3 个基站通过T O A 数据形成的球面，均两两相离.3个基站球面不存在交集面，采用 3 个球的两两球
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心连线与球面交点的中点a ，b ，c 作为估计终端位置的基本点，采用最小二乘法即可估计得到手持终端 

坐标.

(5)球面内含无交集.在此种情况下，3 个基站通过丁O A数据形成的球面，由一个大球面包含另一小球 

面，且 3 个球面均无交集.有一基站形成的球面包含另一球面或者包含另两球面，不存在球面相交.采用3 个 

球面球心形成的平面切割3 个球面，切割面上得到了 3 个圆形.在这个平面上，将 3 个圆心连接起来，并适当 

延长，使之在靠近3 个圆组成图形中心的一端，对应的两个圆上相交形成两个交点，取两个交点的中点作为 

一个基本点，对 3 个圆两两进行操作，采用最小二乘法估计得到手持终端坐标，见图4

上述内容介绍了三基站通过T O A数据形成的3 个球面几何关系分类，针对每种情况都建立了详细的 

几何约束模型以及对应的估计点算法.具体实施方案如下.

步骤1:进行分类，选择合适的算法.将空间中所有以3 个基站为球心，丁O A测量得到的距离为半径的3 

个球体分布情况进行分类，将需要采用相同算法的归为一类，确定选取所有可能位置点中最优位置的方法. 

在模型中，针对上述位置关系按照一定原则划分的5 大类，与之对应的，就存在5 种抑制NLOS误差和LOS 
误差计算选取最优估计值的方法.

步骤2:对于某个手持终端位置坐标M，任选3 个基站进行分析，由这3 个基站与其对应M 手持终端的 

丁O A测量数据构成一组计算模型，通过编写的判别语句识别算法求解，进而进人该模型的计算，得到M 的 

一个估计坐标.

步骤3:任取3 个基站构成一组计算模型，将会有数千种取值.针对同一手持终端的计算模型数量庞大， 

得出数千个M 坐标的估计值，再通过数据处理可以很大程度上消除误差，只要在计算模型分类和算法编写 

的过程中考虑充分，就可以得到精确的解答.

4 定位精度研究

为了研究手持终端定位精度问题，继续采用基于几何位置约束的M L算法模型进行计算.

1)定位精度与样本数量的关系.为了在相同基站数量、而样本数量不同的情况下进行定位精度讨论，通 

过计算得出的估计点和真实终端点之间的距离(定位误差）的均值和标准差两个参数作为判断精度的两个指 

标，在这基础上加入计算结果与真实值X-Y，x -Z 平面内的空间关系比对，以更好地显示出精度受样本数量 

影响的情况.均值及标准差的计算公式如下所示.

终端估计点和真实点距离的均值计算为：

D, =  y c x ,  -  ( X , ) 2 +  (Y, -  ( Y , ) 2 +  ( Z . - Z / y  (8)

in
其中 ： z =  I ，2,…，5;m 为终端数;设 足 为 7 号终端X 真实坐标;冗是 7 号终端Y 的真实坐标;之作为j 号 

终端Z 的真实坐标;D,为7 号终端估计点和真实值的距离;疚为：样本情况下终端估计点与真实终端点的距 

离的均值.

终端估计点与真实点的距离的标准差计算:
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2 ；：, ^ - A )2. (i 〇)

2)定位精度与基站数量的关系.为了对相同样本数量、不同基站数量情况下的定位精度进行讨论，参考 

上述方法，在符合精度要求的样本点数下，通过对不同基站数情况的分析，将每种情况下计算得到的估计点 

与真实终端点的距离(定位误差）的均值和标准差两个参数作为判断精度的两个指标，在此基础上加入计算 

结果与真实值X-Y，X-Z 平面内的空间关系比对，以更好地显示出精度受样本数量影响的情况.

5 仿真结果分析

为了验证算法的性能，采用上述基于几何约束关系的M L模型，使用 M A T L A B程序对数据进行仿真计 

算，得到相应的终端坐标值.现取一组3 0个基站的T O A 数据得出的基站对某个手持终端所有的估计样本 

点绘制的三维散点图，如图 5 所示.

根据所得结果，可以知道，大部分样本点集中于较小的区域，但是也有很少一部分点分布于距离集中点 

分布区域较远的地方.针对此种情况，采取均值排除法，排除距离均值超过一定距离远处的点，便可以得到较 

为精确的散点图，如图6所示.

可见，样本点集中度较高，本模型对误差抑制程度较高，实现了预期目标.为了得知模型优劣程度，使用 

该模型对50个终端点的数据进行计算，使用3000个样本点估计时得到估计点，与真实点进行对比.由于Z 
方向坐标数值改变不大，所以这里仅进行X-Y 平面内的比对，形成图7.

可见，当采用样本数目较大时，本模型所计算出终端点与真实点接近程度较高，即本模型可以很好地抑 

制误差，实现对手持终端位置的有效估计.

通过对定位精度和样本数量与基站数量的关系分析，发现估计点与真实点距离的均值与标准差随样本
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数增加而呈下降趋势.选择以样本数〇〜1〇〇〇为例，基站数以5〜3 0为例进行拟合计算，结果如图8 和 图 9 

所示.可明显看出，当样本点数量较小时，区别明显，与真实点情况相差较大，但增加到一定数量时，越来越接 

近真实点的位置关系.当基站数较小时终端估计点与真实点情况相差较大，但随着基站数的增加，同样越来 

越接近真实点的空间位置关系.

本文建立的基于几何约束关系的M L 计算模型经过仿真计算验证证明了方法的可行性和有效性，与 

Chan算法、丁aylor级数展开法等算法相比具有如下特点.

1) 模型可以同时对视距、非视距传播环境下的测量数据进行处理，并有效地抑制和克服了测量误差和非 

视距误差，这是其他很多方法都做不到的.

2) 通过丁O A 数据形成的三基站球面几何关系分类和具体的算法都进行了详细的介绍，针对每种情况 

作了专门的判别与算法设计，对于提高计算精度具有较大的意义.

3) 模型使用所有估计点与真实点距离的均值和标准差作为主要评价指标，评价原理简单易懂，可信度 

高;算法比较简单，能通过计算机程序实现拟合，适用范围广.

6 结束语

针对基于无线通信基站的室内三维定位问题，本文通过丁O A 数据形成的三基站球面几何关系情况分 

类 ，建立了以三基站定位原理为基础的基于几何位置约束的最大似然估计模型.利用估计点与真实点距离的 

均值和标准差作为主要评价指标，对可能出现的计算模型进行了分析和总结.仿真结果表明，模型有效地抑 

制和克服了测量误差与非视距误差，与传统的 Chan算法、丁aylor级数展开法等相比，该算法具有更高的定 

位精度和可靠性.由于其简单性和有效性，在求解三维坐标定位问题中具有较大的应用潜力.
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Research on 3D Coordinate Localization based on ML Model with 
Geometric Constraint Relation
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Abstract： In order to improve the performance and accuracy of the 3 D  spatial location algorithm, this paper proposes a 
M L  model based on the geometric constraint relationship based on the positioning principle of three base stations. Through the 

design of base station location, T O A ,  handheld terminal numerical geometric relationship between locations, estimated by the 

handheld terminal all possible position, through the m a x i m u m  likelihood algorithm to estimate the m a x i m u m  possible value to 

determine the positioning results. Th e  simulation results show that the algorithm can effectively suppress the N L O S  error and 

the measurement error, and can get the best estimation value. Th e  simulation results show the effectiveness of the proposed 

method, and it has strong practicability in various indoor positioning systems.
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Chaos in the Fractional Order Synchronous Reluctance Motor and its Control
Liu Huizhao， Chen Xiaoxia

(School of Science, Hebei U niversity of Technology, Tianjin 300401, China)

Abstract： In this paper w e  propose a fractional Synchronous Reluctance M o t o r ( S y n R M )  by using the Caputo fractional 
differential and its theory. W e  also investigate the chaotic behaviors of the fractional S y n R M .  Firstly, w e  discuss chaotic char­

acteristic of the fractional S y n R M  by analyzing the bifurcation diagram, Lyapunov exponent, phase portraits and time respon­

ses. T hen w e  study the influnce of system?s order to the chaos. In the case of commensurate fractional order S y n R M  system, 

the lowest order at which chaos exists is turned out to be about 2. 94. Based on the stability theory of fractional order system, 

Lyapunov function is constructed, a reasonable controller is designed to achieve global asymptotic stability. Finally, numerical 

investigations demonstrate the validity and feasibility of the presented control method.

Keywords：fractional Synchronous Reluctance Mo t o r； chaos； control
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