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草原毛虫及植被的动态模型

刘汉武，张凤琴，李秋英

(运城学院应用数学系，山 西 运 城 044000)

摘 要 ：考虑草原毛虫种群依食物进行自我调节，以及植被和草原毛虫的控制因素，建立了植被一草原毛虫的 

动态模型 . 得到了平衡点的存在性和稳定性以及极限环的存在性，分析了控制参数对植被和草原毛虫动态的影响 . 

认为对草原毛虫控制作用的减弱可能是草原毛虫种群爆发的主要原因 .
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草原毛虫属（Gywa邙/w m )昆虫属于鳞翅目、毒蛾科，世界上已知有15种 ，两亚种，均分布在古北区.在 

中国，有 8 种草原毛虫，主要分布在青海、西藏、四川、甘肃等地区海拔3000 m 以上的高寒草原[1].

近年来，草原毛虫数量激增，危害高寒草原生态系统，给人类带来经济损失.草原毛虫主要危害各类牧 

草，日食量约〇. 015 g[2]，在危害严重的地区，牧草被全部吃光.草原毛虫的选择性取食显著降低莎草科植物 

的生物量，增加杂类草的生物量[3̂ 5].草原毛虫从茎和嫩叶顶端向下咬食，使植被失去花期或籽期，而不能自 

然播种.草原毛虫还会引发家畜中毒[6_7]，出现嘴皮溃烂、上吐下泻直至消瘦死亡.2015年 ，我国草原毛虫危 

害面积143万 hm2[8] ; 2003年 ，仅青海省的危害面积就超过100万 hm2,直接经济损失9500万元[9]; 2002 

年，西藏那曲的灾害尤为严重，受危害草场的草原毛虫密度为200〜500条/m2,最高达3000条/m2 以上[1°].

动力学模型是研究昆虫种群动态、进行预测预报、评估防治效果等的重要工具，对于一般昆虫，特别是害 

虫，这方面的研究很多[11_14].目前，针对草原毛虫的动力学模型研究还比较少，只有刘汉武等[15]进行了初步 

研究.

草原毛虫能够自我调节种群规模，使种群达到最佳大小和最大适合度.当食物丰富时，雌虫产生更多的 

卵；随着母代种群密度的增大，子代幼虫的存活率有下降的趋势;低密度子代中雌虫所占比例明显比高密度 

地区的大，而高密度地区雄虫和雌虫的数量相等，或略偏雄性；随着幼虫种群密度增高，幼虫个体明显变小、 

繁殖力下降、卵个体增大[1].所有这些现象都说明草原毛虫可以根据平均食物量进行自我调节，有这样一个 

阈值 H ，当平均食物量大于H 时，种群增加；而当平均食物量小于H 时，种群下降.此外，天敌也影响着草原 

毛虫种群的动态.寄生性天敌有寄生蝇、金小蜂[16]、周氏啮小蜂[17]等，捕食者有角百灵等.

本文将考虑草原毛虫种群的自我调节、植被及草原毛虫的控制因素，建立植被和草原毛虫的动态模型， 

通过对模型的理论分析和模拟，掌握草原毛虫的动态规律，分析草原毛虫爆发的原因.

1 模型的建立与分析

将草原毛虫取食的植物统称为植被，用:r 〇)，；y(>)分别表示在时刻 f 植被的生物量和草原毛虫的数量. 

假设:r 的动态满足Logistic模型，内禀增长率为 r ，环境容纳量为K .草原毛虫以植被为食，没有植被时，死亡
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率为心假设草原毛虫对植被的取食具有H o llm g n型功能反应，因被取食，植被的减少率为 f f ，植被到草 

原 毛 虫 的 转 化率为草原毛虫根据食物条件进行自我调节，用 H 表示平均食物阈值.当平均食物量:r/；y 

大于 H 时，因取食的增长率为正，反之，当平均食物量:r/；y 小于H 时，因取食的增长率为负.因此，用#  一1 

与 ^ ^ 的乘积，即 、一 ; ^表示草原毛虫的实际增长率 .由于植被的生物量会因为放牧、鼠害等
p  ~T X t i \ p  ~T X )  p  ~T X

原因减少，用 《表示植被的减少率，且称为对植被的控制参数.同样，草原毛虫的数量会因为寄生、捕食等因 

素减少，用 /?表示草原毛虫的减少率，且称为对草原毛虫的控制参数.这样可以建立植被-草原毛虫的动态 

模型：

/
X -= rx (1 x  A axy

—ax ?
K ) p +  x

/
y 二

■ hx2 bxydy
H(p +  x ) p +  x

( 1)

-Py，1 ± \ y  | JU J jJ | JU

其中所有参数都为正的常数.

定理 1 模型（1)总有零平衡点O j  =  ；y =  0,当 a <  r 时，还有唯一正平衡点E 〇r % ；y* )，其 中 y

(x*  +  /*) [ X ( r  — a)  —rx '
aK

，， 在 0 与尺(?~ 一 ^ 之间，且满足

4  abKx^2 H (_x " -\-p)^r x * — K (r — a) ^ ( b d 0) x " (d 0) — 0.

证 明 求模型a )的平衡点就是解代数方程组

<

x x axy 
r x(l — — . _i_K p ~r x

dy +
bx2 — bxy 

H (p x ) p x

( 2 )

-Py o.

显然，:r 二 3;二 0 是（2) 式的解.若 :r #  0,由（2 )式中第1 式得到 3;二 +  p)[K (r _ a)—— 代人到（2)
a K

式中第2 式得到/(：r) 二 0.

若 r <  a，则对所有 :r >  0,有 /(:r) >  0，此时，/(:r) 二 0 没有正解.

若 r  >  a ，则有 /(— > ) 二 >  0，/( 0 )二一, H K ( r  — a ) W  +  卢）<  〇，/(
r

〇，又由于/(：r) 的三次项系数为rH (^ +  ̂  +卢）>  0，所以 lim /(：r) 二+  〇〇， lim /(：r) 二x— ► —)-00 X ~> C O

此时，/(：r) =  0 在 0 ig K ( r ~ a )之间有唯一正解，定理得证.
r

定理 2 当 r > a 时，零平衡点O 不稳定；当 r < a 时，零平衡点O 全局渐近稳定.

-r — a 0

K (r - a)； _  abKHr- a)2
r2 >

\ 根据零点定理，

证明 模型（1)在 O 处的 Jacobi矩阵为 J。 ；
0 — d —

以，当 r > a 时，O 不稳定；当 r < a 时，O 局部渐近稳定.

其特征根为 r 一 a 和一 d — /? <  0.所

0

<

下面进一步证明当 r < a 时，O 全局渐近稳定.由于此时有乂< 一 f :r 2,而初值问题^ K 的解为

| ti(_tQ ) — Xq

K x〇

rxQ (t — tQ) K  

又因此时:V'C — d；y +

( bKx(} eds

所以（1)式满足条件:T(r。） 

bKx〇

X〇 的 ^ 满足^ G) 〈
K x〇

dv -+

rxQ (t — tQ) K  

bKx〇

H ^rx〇 (s — t〇) +  K ]

H^rx〇 ( t  — t〇) +  K ] 

ds +  y〇 \.

而初值问题y  . 只[/^0〇 — 4) +尺]的解为幻

[v (t0) 二 y0

u
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因此，对 任 意 的 j 。，模型(1)满足初始条件工(〖。）= x。、：yKt。）=  的 解 满 足 <
K x 〇

r x 〇 ( t  — t 〇 ) +  K

H [rx^ v- ^ ) + K ]d5 +  ̂ Q 易 见 当 ^趋 于 +⑵ 时 ，上述两个式子不等号后面的部分都 

趋于〇,而 的 极 限 都 大 于 等 于 〇,从而 lin n U ) =  limjKO =  0,即 O 全局渐近稳定.t > I 〇〇 t > I 〇〇
定理 3 记函数 g (*T) 盘 2nr2 +  [K (6 +  d +  a +/?— r) +  rp]>T +  +  /?)•目1 r >  ) >  0 时，

正平衡点£局部渐近稳定；当 r > « " ( ^ ^  ) <  0 时，正平衡点E 不稳定，存在围绕E 的极限环.

证明 模型（1)在 £ 处的 Jacobi矩阵为 J E =

_ — rx , ax  y
K 十 (y +  p )2

bx* i x *  +  2 p )  一 b p H y  
H ( x m + p ) 2 —

x* +  p  
- b x * z

H y ^  U ^ r  p  )
，其特征方

繁口 *  义2 +  gioc* ) | ____________ a b rx  3_____________ , a b p x  * g , p  ( d  +  j3) [ K  ( r — a) — rx ’ =
不王万 K (x M + p ) H U ^ r p )2[K (r - a) ~ r x ^  H (x * +  p )$ +  夕）] —

〇,其 中 常 数 项 大 于 . 一 次 项 系 数 的 符 号 与 ) 的符号相同.因此《(？ ）>  〇时疋局部渐近稳定；当 

) <  0 时，E 不 稳 定 . 下 面 进 一 步 证 明 当 ) <  0 时，存在围绕E 的极限环.

考虑图1 中的矩形区域O A BC，其中，A B 上点的横坐标为K ，B C 上点的纵坐标为K /H ，容易验证点E

在区域 O A B C 内 .通 过 分 析 在 区 域 边 界 上 ^的 符 号 ，可以知 

道从边界上点出发的轨线的方向如图1 所示，因此，区域 O A B C  

为不变区域.又由于£ 不稳定，因此，根据 Bendixson环域定理， 

在区域 O A B C 内存在环绕E 的极限环.

在正平衡点£ 处，植被的生物量与草原毛虫数量的比为

^  = H [ 1 +  (6/十巧0f  + | 0 ].可见，实际上草原毛虫的平均y  bx
食物量大于阈值H ，且平均食物量受草原毛虫种群所有参数及 

植被数量影响.

对植被和草原毛虫的控制参数a 和 对 正 平 衡 点 £ 处的植 團1 不变区域

被生物量和草原毛虫数量有直接影响.利用满足/ Or) =  〇，

可以求出$  =  — +  +  U + / ^ ].在定理1 的证明中，知 道 ^ 是 / U ) 的值从
〇a 〇 j

d x*

负 变 正 的 过 程 中 出 现 的 零 点 ， 因 此 ， 有 g  >  〇 . 所 以 ， ^  <  〇， 类 似 有 ^  =dX d〇c djj

~ H ( ^  - K (r - a)l >  〇. 由 ⑵ 式 中 第 2 式 可 以 得 到 ^ ，， 满 足 关 系 ^ =
dJ

d x*

b x 2
H l ( h + d + [ ] ) x  +  i d  + 0 ) p ] ，所以

d y  * d x  * — bx * l ( b  +  d  +  []) x* 
dx*  da H [ ( b  +  d  +  x*

十 十 ff ) ]  d x  *
+  (d + p p j  ~d^ <  〇.利用

满足的关系 y
( x  +  p )  \_K{r — a) — rx~\ 

a K 可以得到$
d y*  dx^ 一 2r
d x  * 9^  a K [jT^ K ( t --- a) — rp

2r ]

所以，当 Z  > K ( 厂二; ）— ^  时，¥ < 0 ; 当 ^  < K ( r —^ ) — r p  时 冬  > 〇 .
d[j Zr d[j Zr d/j

因此，如果 a 增加，则 都 减 小 ；如 果 减 小 ，则 ？ 减小，而 y 的 增 减 还 受 的 影 响 . 如 果 减 小 ， 

^  > K i r ~ ^ ~ rp 增加；如 果 减 小 ，̂  < K i r ~ ^ ~ rp M y - 减小.

2 数值模拟

在模拟中，除了 ^和 /?，其他参数的取值为 r =  1. 5 ， K =  100 ， a =  0. 5 4  =  1 0 =  0, 1，6 =  0. 1 ， H =
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0 . 02 .
当 r >  ) <  0 时，正平衡点E 不稳定，存在围绕E 的极限环.图2 中是参数a =  0. 1，/? =  0. 1 时

模型的动态，此 时 =  5. 44，g (：̂ ) = — 228 <  0.在图 2 中，子图 A ，B 分别是植被生物量:r 和草原

毛虫数量^的动态过程，其中初值取心= 30〇。=  150;子图 C 是相平面上的稳定极限环.

平衡点 E 由稳定到不稳定，会出现极限环，即发生H opf分支.由于参数「，̂ ，̂ { ，6/，6，只是植被和草原

毛虫在长期进化过程中形成的，相对稳定，不会发生较大变 

化.而对植被和草原毛虫的控制参数《，/?很容易受其他因素 

的影响，如放牧强度和害鼠数量等的变化都会使《发生较大 

变化，捕食草原毛虫的鸟类数量的变化会引起发生较大变 

化.因此，选择《和作为分支参数 .图 3 中cr/?平面被直线L 

分为两个区域:D1 和 D2,当《，/?的取值在区域D1 中时，平衡 

点 £ 不稳定，存在极限环；当《，/?的取值在区域D2 中时，平衡 

点 £ 稳定.

图 4 是只有参数《或变化时的分支图.只有一条曲线 

时，其表示稳定平衡点的坐标^或 ^的值；有上下两条曲线 

时，分别表示极限环上点的坐标^或^的最大值和最小值.

°0 0. S 1.0

图3 a -月平面

子图 A ， C 表示:r 的变化，子图 B ， D 表示^的变化.在子图A ，B 中，取 0. 1，《从 0 变化到1.7.当 0 < « < 0 .  5 

时，有稳定极限环；当〇. 5 < a < 1 . 5 时，平衡点E 稳定；当1. 5 < a 时，平衡点O稳定.在子图C ，D 中 ， a取0. 1， 

从 〇变化到3.当 0 < / ? < 0 .  3 5时，有稳定极限环；当 0.35 < / ?时，平衡点E 稳定，且 随 着 的 增 加 增 加 ， 

而 3 ^ 先增加后减少.

3 结论与讨论

草原毛虫一直存在于高寒草原，数量相对稳定，因此，可以认为植被和草原毛虫稳定于正平衡点近年 

来 ，由于过度放牧、气候变化、人类不合理活动等原因，高寒草原严重退化，继而鼠害猖獗，进一步促进高寒草 

原的退化.在一些地方草原毛虫数量激增，甚至将植被全部吃光.高寒草原的退化相当于《增加，由前面分析 

和图 4 中 A 和 B 可以知道，这会导致植被生物量和草原毛虫数量都减少.而现实中的现象是植被少，草原毛 

虫多，因此，导致现实现象的原因必然有的变化.现实中，草原毛虫多，而 a 的变化是使草原毛虫减少，所以， 

必然是的变化使得草原毛虫数量增加.从前面的分析和图4 中D 可以知道，可能有4种变化方式：1k * >
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K (r Y —印 ，减小； < K ( r —̂ ) —印 ，增加；3 ) ?  减少，不出现极限环；4)

?  减少，出现极限环(图5)./?的这4种变化方式的每一种和《增加的综合作用都可能产

生植被生物量减少，草原毛虫数量增加的结果.但是还应该注意到，在很多地方，草原毛虫将植被全部吃光， 

即植被的生物量I 接近于0.而 的 1 ) 、2)、3)3种变化方式都使植被的生物量:r 趋于某个正的常数，而不是0, 

当 按 方 式 《 变化时，出现极限环，会出现植被生物量很小、草原毛虫数量较大的情况(图2C).所以，按方 

式 4 )变化时，出现的结果与现实情况更一致.因此，草原毛虫发生危害的原因是《增加、减小，使得点(《，/?) 

跨越了图3 中曲线L ，从 L 的右上方移动到L 的左下方，正平衡点E 不再稳定，产生了极限环.从图3 中可以 

知道《的增加使得点(《，/?)远离L ，因此，点(《，/?)跨越L 主要是由的减小造成的.所以，的减小是草原毛虫 

造成危害的主要原因.

图4 分支图

草原毛虫天敌数量的减少与野外观察是一致的，青海 

省河南县在早期灭鼠治虫工作中，由于大量依赖化学药品，

致使草原毛虫天敌如鸟类、蚂蚁、寄生蝇等数量急剧下降，

造成食物链中断，加速了草原毛虫的危害[18].

前面的分析说明由于卩减小，正平衡点£ 失稳，出现极 

限环，植被生物量和草原毛虫数 f t 沿极限环大幅度周期变 

化，这对于高寒草原是很糟糕的.从图2C 可以看出，植被生 

物量有时会很小，接近于〇.产草:量的减少会妨碍畜牧业的 

发展，也会使高寒草原降低其生态功能，沙化，退化.另一方 

面，高寒草原生态系统是脆弱的，而植被生物量和草原毛虫 

数量的大幅度变化是对这一生态系统的干扰，如果这种干 

扰超出生态系统的承受力，会使生态系统崩溃，造成更大的危害.

图5 月的4种变化方式
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The Dynamical Model of Grassland Caterpillar and Vegetation

Liu H a n w u , Zhang Fengqin, Li Qiuying

(Department of Applied M athematics, Yuncheng U niversity, Yuncheng 044000, China)

Abstract： In this paper, a dynamic model of vegetation and grassland caterpillar is formulated. In this model, multiple 
factors are considered， such as? grassland caterpillar populations self-regulation according to food supply? controlling of vegeta­
tion and grassland caterpillar. The existence and stability of equilibriums and the existence of limit cycle are obtained. The 
effects of controlling parameters on vegetation and grassland caterpillar is analyzed. And the weakening control to grassland 
caterpillar might be the main reason of grassland caterpillar population outbreak.

Keywords：food-based self regulation； dynamical model； Hopf bifurcation； outbreak reason
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