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一 类完全三阶两点边值问题解的存在性与唯一性 

刘爱兰 

(西北师范大学 数学与统计学院，兰州 730070) 

摘 要 ：讨论如下完全三阶两点边值问题 

f一“ (￡)一 f(t， ( )，“ ( )， (￡))，t∈ Eo，1]， 

{ (o)一“，(0)一“，(1)一。 
解的存在性与唯一性．其中 f(t，-z，Y， )：Eo，1]×R。一 R为连续函数．在f(t，z， ， )关于 满足 Nagumo型增长条 

件下，应用上下解方法与截断技巧，获得了该问题解的存在性和唯一性结果． 
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三阶微分方程边值问题在气体动力学、流体力学、核物理、边界层理论等实际问题中有着广泛的应 

用 ]，因而受到很多作者的关注，可参看文献E3—16]．本文的目的是研究如下的完全三阶两点边值问题 

厂“ (f ( ， ，“ ( )，“ (￡))， C-Fo， ]， (1) 
1“(o)一 (o)一 “ (1)一0 ⋯ 

解的存在性与唯一性，其中f(t，z，Y，z)：Eo，13×R。一 R为连续函数， —Eo，1]． 

对边值问题(1)非线性项含一阶导数项即f(t， ，Y， )一f(t，z，．y)的特殊情形，文献[3—6]中作者对其 

作了讨论．其中文献[3，6]通过对 厂作适当的增长性限制，从而获得了解的存在性．文献[4～5]分别用上下 

解方法和单调迭代技巧，在 厂满足一定的单调性条件下获得了解的存在性结果． 

而对非线性项不含导数项即f(t，z，Y， )一f(t， )的更简单的情形，文献[7—9]考察了问题(1)的可解 

性．其中文献[7—8]要求厂在满足一定的增长条件下，采用拓扑度方法获得了正解的存在性．文献E9]要求， 

满足某些单调性条件，用上下解方法得到解的存在性结果． 

然而，由于以上文献中的研究方法不能处理问题(1)非线性项中的二阶导数项，因而不再适用于问题 

(1)的研究．为了克服由此带来的困难，本文将运用一个特别的截断技巧，在引入Nagumo条件并对-厂作适当 

限制的情形下，用上下解方法获得了问题(1)解的存在唯一性结果． 

1 预备知识 

引理 1 l6 对 V h∈C(工)，方程 

f一 ( )一 h( )，t∈ I， 

1 (o)===0，“ (0)一0， (1)一0 

存在唯一解 
广 r1 

u(t)一I I(s，r)h(r)drds尘 T3h． 
J 0J 0 

T3：C(D— C。(D 为线性有界算子，其中 

(2) 

(3) 
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一 ， 

ft(1一 s)，0 t s l， 

G 一{s(1一 )，o s ￡≤1 
为齐次边值问题 

f一 ( )一 0，t E J， 

1 (o)一0， (1)一0 

所对应的格林函数． 

引理 2 设 厂： ×R。一 R连续，若 ，有界：存在常数 M >0，使得 

． I f(t，z，Y， )l M ， (4) 

则 BVP(1)有解． 

证明 问题 (2)是边值问题(1)所对应的线性问题，由引理1知，Ta：C( )一 C。(J)为线性有界算子．由 

嵌入 C。u C (D 的紧性，Ta：c(D— C。( )为线性全连续算子．对 V“E C (D 令 

F( )(￡)一 f(t， (￡)，U ( )， ( ))， (5) 

则 F：Cz(J) 一 C(D连续，把有界集映为有界集．因此A—T。。F：C (D— C (D全连续算子．方程(1)的解 

等价于A的不动点．令R Il T。ll ( (『)，。z(，])·M，对 V E Bez∽( ，R)．由(4)式，得 

Il“ll C2(I)一 ll lf。+ Il ，Jl。+ Il ll c，ll F( )llc M， 

l1 A“ll c2=：：jl T。(F( ))lI c2三三三lI T3【l (j)，cz(J)】·【l F(t￡)ll c三三三ll Ts lI。cc㈤，c2㈤)·M三三三R， 

则 A：豆c2(『)( ，R)一 BB ㈤( ，R)，由Schauder不动点定理，A有不动点，即边值问题 (1)有解． 

定义 1 设 口(￡)E C。( )，若 a( )满足 

厂 ( ) f(t，口(￡)，口 ( )，d't))，t E工， ⋯ 

1a(0) 0，a (0) 0，a (1) 0， 

则称 ( )为边值问题(1)的下解，若(6)式中均取反向不等式，则称 ( )为上解． 

2 主要结论 

本节用上下解方法讨论边值问题(1)解的存在性和唯一性． 

定理1 设f：IX R。一R连续，边值问题(1)存在下解a( )及上解卢( )．满足d( ) 卢( )，a ( )-<H( )． 

若 厂关于a与 满足 Nagumo条件． 

(F1)存在[0，+。。)上的正值连续函数 (jD)，满足 

j dp> )一 )， 
使得 满足： 

l f(t，z， ， )l三三三̂ (1 【)，t E工，a( )三三三z三三三fl(t)，a (￡) Y (￡)， 

且 f(t， ，Y， )关于z单调不减，则边值问题(1)至少存在一解满足： 

口( ) ( ) fl(t)，a ( ) ( ) ( )． 

证明 令“ 一 ，则 (￡)=I v(s)ds：一Tv(t)．显然，T为单调连续增算子．边值问题(1)等价于如下 

的积 一微分方程边值问题： 

r 厂 ( )一厂( ，( )( )， (f)， ( ))， E ， (8) 

1 (0)一0， (1)一0． 

证明方程(8)至少有一个解． 

为此，令 ( )一a (￡)， ( )一 ( )，则 ( ) ( )，由(7)式知，存在M > 0，使得 

j。 dID> m incp( ·’ 
取 N—M+ ll __ + Il lI c +1，令 

叩( ，z)一 max{ ( )，min{x， (￡))}，'71( ， )一 max{F(t)，min{y， ( )})， 
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rN ， > N ， 

[ ]N—J z，一N 2 N， 

I—N， 一N， 
则 

l (￡，z) Il T (￡)I1。+ ll ( )lI c，l (￡，37)I lI ( )l1 c+ Il (￡)lI c，I[z] l N． 

作 厂的截断函数： 

f (￡，z， ，2)一厂(t,7l( ，z)， ( ， )，[z]N)一 ， 

则 f ：I×R。一 R连续，有界．由引理 2，修改了的边值问题 

f一 (￡)一 ( ，(Tv)( )， ( )， ( ))，t E ， 

J 1 (0)
一 0， (1)一 0 

有解 ∈C (I)，下证 为边值问题(8)的解． 

首先，证 (￡) Vo(￡)=三三 (￡)，t∈ ． 

事实上，如果 (￡) 。，考查 ≯(￡)一 (￡)一 ( )，存在 E (o，1)，使得 ( ) 

( 。)一 o， ( ) o，即 

(￡。)< (￡。)， ( )一 ( )，V ot。)三三= ( 。)． 

根据截断函数的定义以及 -厂关于第二变元的单调性有 

(9) 

(1o) 

一 声( )< 0，所 以 

(11) 

一 V o( )一 f ( ，Tvo( )， o( 0)，73 (￡0))一 f(to，叩( 0，Tvo(to))， ( )， (to))一 

厂(to to to D))一 

一  )一书 一 )， 
所 以 73 ( )< (￡。)，这与(11)式后一不等式矛盾 !所 以 (￡) o(￡)． 

同理可证 ( ) ( )． 

其次 ，证明 l ( )I M，t E I． 、 

由中值定理，存在t E(o，1)，使得 ( )一o．反设结论不成立，则 1{ l 01l c>M．即存在tz E Eo，t1)或 

t。E (￡1，1]，使得 

lI 。lI。一l口 ( )l>M． 

下面对上述结论分 4种情形讨论： 

情形 1 t2 E Eo，t1)， ( 2)>M； 

情形 2 t2 E Eo，t1)，口 (￡2)<一M； 

情形 3 t2 E (￡1，1]， (￡2)>M； 

情形 4 t2 E (￡1，1]， ( 2)<一M． 

仅证明情形 1，其他情形类似可证．令 

b—inf{t E (t ，t1]l ( )一0)，a—sup{tn E Et ，6)l ( )一0)， 

则 b E ( 。，t ]，a E (￡2，6)．由上下确界的定义 

(口)一 M ， (6)一 0，0<二73 ( )<：M ，t E (口，6)． (12) 

当 t E (n，6)时，由方程(10)得 

一  (￡)=：=f (￡，Tv。(￡)， (￡)， (￡))===f(t，叩( ， o(￡))，171(￡，'Oo(t))， (t))一 

一 ，Tv )) ))， 

所以一 E[ ]． 

对上式两边从以到b积分，且结合(12)式，得(令 P一72 ( ))： 
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J。 dp三三三V。(6)一 (口) )一 (￡)，￡∈[ ]· 
与M 的选择矛盾!故 l J M．所以综上有a 。≤ ，ll 。ll M<N． 

按厂 的定义， (￡， 。( )， 。( )， (f))一f(t，Tv。( )， ( )， ( ))．所以 为边值问题 (8)的解，故 

边值问题 (1)有解．证毕． 

定理 2 设 厂： ×R。一 R连续，a( )， ( )是边值问题(1)的下解和上解．且 关于 ( )， ( )满足 

Nagumo条件，如果 f(t，z， ， )关于z单调不减，在 I×R。上关于各个变量 t，z， ， 连续可微，且满足条件 

(F2)对(￡， ， ， )∈Eo，1]×R。， ( ， ， ， )+ (￡， ， ， )<o．则边值问题(1)有唯一解 “(￡)∈C。Eo，1]， 

满足：a( ) ( ) 卢( )，a (￡) (￡) ( )． 

证明 由定理 1知，存在性显然，只需证明唯一性．假设定理2的结论不成立，不妨设 ， 。都是边值问 

题(1)的解，记 。(￡)一 “ ( )一 (￡)，则由微分中值定理 ‰(￡)满足方程的解． 

f一 (￡)一a(￡) (￡)+6(￡) ( )+c( ) (￡)，t∈I， { )
一 “
，(O)一 ，(1)：==o， 3 

其中口(￡)一 (￡， ， ， )，6( )一fy( ， ， ， )，c(￡)一 ( ， ， ， )， 一 + ( z一 )， 一 + (“ 一 )， 

=：= 1+O(u2一 1)，0∈ (0，1)． 

因f(t，z， ， )连续，关于各个变量t，z， ，z连续可微，故上述定义有意义．且由f(t，z， ，z)关于z单调 

不减性，知 a( )三三=0．要证 ‰ 兰 0，只需证 三 0即可，由(13)式的边界条件便可得 。三 0．下证 三 0． 

反设不成立，则存在K> 0，使得K—max f ( )J，即存在 t (0，1)，使得 ( )一maxu ( )一K，或 
tE 』 t∈ j 

“ ( )一 minu (￡)===一 K． 
tC- 

先证 “ ( )===minu ( )一K的情形．因“ (￡ )一minu ( )一K> 0．故 ( )一0， ( ) 0，所 
tE』 t∈ I 

以 一 (￡ )三三=0，且 

} 。(￡ )f—I I (s)ds f I I“ (s)l ds Kt <K． (14) 
√0 J 0 

另一方面 ，由a( )三三=0和条件(F2)有 

一  (t )一 a( )‰ (￡ )+ b(t ) o(￡ )+ c( )Uo(￡ )一 a( )“o(t )+ 6(t ) 0(t )三三三 

a(￡ )l o(t )l+b(t )，·K< a( )K+6(t )·K； [n(t )+6(t )]·K< 0． 

这与(14)式矛盾 !所 以反设不成立． 

“ ( )一 minu (￡)一 一 K 
tEI 

的情形可类似证明．所以 “ 0，故 。 0，即边值问题(1)的解唯一．证毕． 

例 设m， ∈N，m< 2n，取f(t， ， ， )一z 一2y + +sin兀 ，则 f为连续函数．相应的三阶边值 

问题 

f一 (￡)==： m(￡)一2[ ( )] +[ ( )] +sin 7cf，t∈ ， ⋯ 、 

{ (o)一 (o)一“ (1)一0． 
取 a( 三 0， ( )一t．显然，d( )为边值问题(15)式的下解．另一方面 

f(t，卢， ， )一 t 一2[ ]”+sin 7c — t 一2+sin 7c 二三三0一一 (￡)，V t∈ ． 

因此， ( )为边值问题(15式)的上解，并且a(f)，卢( )满足定理 1的要求．令h(1 1)一4+I I。，则 h满足 

(7)式，当z∈ [a( )，|8( )]时， ∈ Fo，1]，故 

I f(t， ， ， )l—I z 一2y + 。4-sin 7c￡I l 一2y +sin丌 l+l z l 三三三 

l z 1+{2 ”l+1+l l 4+l I 一h(1 z I)，V t∈J， 

所以 满足条件(F1)，且由 的表达式可知厂关于z单调不减，则由定理 1知，边值问题(15)存在一解 ，满 

足 0 t，0 1．又m< 2n，所以．厂满足定理 2的条件，故该解唯一． 
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Existence and Uniqueness for a Class of Fully Third—Order 

Two。Point Boundary Value Problems 

LIU Ailan 

(College of Mathematics and Statistics，Northwest Normal University，Lanzhou 730070，China) 

Abstract：In this paper，the existence and uniqueness was discussed for a class of fully third—order two—point boundary 

value problems， 

f一 ( )一f(t， ( )，“ (￡)， ( ))， ∈[O，1]， J 

1“(o)一“ (o)一“ (1)=o， 

where f(t， ， ， )：E0，1]×R。斗R is continuous and satisfy the Nagumo—type growth condition on ． 

and uniqueness result via the lower and upper solution method and a special truncating technique． 

Keywords：Third—order two—point boundary value problems；upper solutions；lower solutions； 

W e obtain the existence 

Nagumo condition 


