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最大熵方法下的纯稳健信度估计 
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摘 要 ：最大熵方法(MEM)已被广泛运用到保险精算领域，并取得了一定成就，然而，将稳健信度估计与 

MEM结合起来的相关研究还没有出现，正是致力于这方面的研究，即最大熵方法下的纯稳健信度估计．众所周 

知，以往的信度公式都要对索赔随机变量 X做出一定假设 ，从而得到信度公式的确切表达形式．对随机变量 X没 

有做出任何假设，也同样得出了信度保费的确切的线性表达形式和两个重要推论． 、 
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信度理论是基于历史的索赔经验估计下一年保费的一种费率厘定技术．文献[1]提出信度保费应该是 
n 

∑X 

个体保费和集体保费的加权平均，即：P 一Z +(1一Z) ，其中 叉：三L ， 是集体保费，Z一 ，u一 
。 

+ 旦  
a 

Ervar(X J )]，口一varrE(X 『 )]， ( )一E(X I )．信度保费较 Bayes保费最大的优点在于当事先不知道 

分布的情况下，利用非参数方法直接计算保费．文献[2]在经典的Bfihlmann模型基础上引入自然权重 co，这 

在很大程度上扩展了Bfihlmann模型．在某些指数分布族和自然共轭先验分布的条件下，文献i-3"]证明了信 

度估计就是 Bayes估计．文献[4]把这一结果做了相应推广，得出了当存在后尾情况时的信度估计． 

在保险精算中，由于大额索赔极大地干扰计算出的信度估计，使得预测出的保费出现不公正的现象．为 

了防止发生这种不公平的现象，我们把稳健估计引入到了信度理论之中．文献[5]是第一个把稳健估计引入 

到信度理论中，文献[6]通过为信度估计选定影响函数，提出了一个稳健信度模型．文献[7]也提出了在信度 

估计中处理大额索赔的一些方法．文献[8]在 Bfihlmann一198Straub模型下提出了相应的稳健信度估计．文献 

[9]在 De Vylder非线性回归信度的基础上得出了稳健 M估计．文献[1O]利用影响函数的 M方法提出了稳 

健 Hachemeister信度．这种方法有别于文献[7]的信度估计，因为文献[73所建立的稳健信度估计是有偏的． 

文献[11]证明了纯稳健信度估计和稳健保单组合无偏信度估计的渐近最优性．另外，当所给信息不充分时， 

最大熵原理提供了一种获得最小偏差统计量的方法．最大熵方法(MEM)是由文献[12]首先提出来的，从 

1957年就在这个方向做了开创性的工作，给出了利用最大熵方法定量求解问题的一般技术途径．之后不久， 

文献[13]提出了一种叫作 Kullback最小交叉熵的方法，这种方法类似于最大熵方法(MEM)． 

自出现以来，MEM方法受到了很多领域的关注．然而，在保险精算领域，只有少数几位学者把这一技术 

和保险精算结合到了一起．文献[14]利用最小交叉熵的方法确定权重并估计 目标效用函数．文献[15]在效用 

函数的基础上做了调整使其成为累计概率函数．文献[16]用 MEM 方法估计了离散指数族里尺度参数的分 

布并估计了信度因子．文献[17]用 MEM方法推导了非寿险保单的效用函数．文献[18]用 MEM方法计算了 

近似 Bayes估计． 
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虽然很多学者对稳健信度估计和最大熵方法分别做了大量研究，但是将稳健信度估计和最大熵方法结 

合起来的文章却还没有出现．因此，本文将致力于这方面的研究． 

1 准备知识 

1．1 稳健估计 

在分析数据时，通常会做出以下假设：正态、线性、独立⋯，但这些模型中一点小的偏差就可能严重影 

响预测结果．因此，要使统计方法有较好的稳健性，就必须要求它所依据的统计量不受个别异常数据的太 

大影响． 

我们知道，模型误差分为随机误差、系统误差和粗差．所谓稳健估计，是在粗差不可避免的情况下，选 

择适当的估计方法，使所估参数尽可能减少粗差的影响，得出正常模式下最佳或者接近最佳的估计值．运 

用稳健估计，是为了达到以下目的：1)在采用假定模型下，所估计的参数应具有最优或者接近最优性；2) 

若实际模型与假定模型存在较小的偏差， 则对应的估计参数所受影响也较小；3)即使实际模型与假定模型 

有较大的偏差，其参数估计值的性能也不应太差，亦即不至于对估计值产生灾难性的后果． 

M估计是广义的极大似然估计，由文献[19]首先提出，为求 T 的估计值，即M估计，建议解下面的最 
n n 

小化问题：rain∑p(X ，T )．因此，求该最小化问题等价于∑ (x ， )=0，其中 (x ，T )：== 
i 1 一 1 

虫 '_ ，lD为对称函数且有唯一的最小值 0． 
口 上 

为了刻画稳健估计方法的稳定性，引入影响函数，影响函数是用来估计统计量对异常值敏感程度的指 

标，反映了在不同位置上异常数据对估计值所造成的相对影响的大小． 

定义影响函数：／F(z，F，T)一lim型 L_一 F_± l二 ，其中F为正常观测值的分布函数， 
c— O ￡ 

为异常观测值引起的阶跃分布函数． 

下面直接给出M估计的影响函数(可参考文献[11])：／F(z，F，T)一—丁 L
． 文献 

一

l ( ， )l睁r(F)d 
J 口  

[11]已经证明了纯稳健信度估计的公式，将这个结果作为引理 1列在下面． 

引理1 在Buhlmann和Straub模型假设下， (@ )的纯稳健信度估计是：五 (@ )一,UT+Z ( T ．一 

T)，其中Z — ， T( )=E(T l Oi),／z-r—E[pr( )]，var(T I Oi)=堕 ，E[ ( )]一盯孚， 
“ 7xO f· l 1’ Ⅲ 0 

var[#r( )]一卉．当然，为求得保单组合无偏信度估计，需要加上偏差项 — ，即五(@ )一 +Z ( ．一 
ZT)． 

1．2 最大熵原理 

首先介绍熵的概念，它是随机变量不确定度的度量． 

定义 1 设 x是一个离散型随机变量，概率取值空间为 ，概率密度函数为 (z)一Pr(X— )， ∈ 

．则x的熵H(x)一一∑p(x)ln户(z)． 

最大熵原理是在 1957年由 E．T．Jaynes提出的，其主要思想是：在只掌握关于未知分布的部分知识时， 

应该选取符合这些知识但熵值最大的概率分布．在这种情况下，符合已知知识的概率分布可能不止一个． 

在给定的约束条件下，由最大熵原理求最优概率分布的问题，也就是求解条件极值问题，通常用拉格朗 

日乘子法来确定这个概率分布． 

定义 2 假设离散型随机变量 x ，xz，⋯，x ，相应的概率分别为： ，P。，⋯，P ，满足的约束条件是 
n 

g (·)，⋯，gm(·)，并且∑gr(z )一口，，r一1，⋯，m．则满足以上条件的拉格朗日乘子是：L一一∑P ln(pi)一 
l= ，一 1 

∑ [∑ (五)一 ]． 
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事实上，通过最大化拉格朗日乘子L可求出参数P ， 。，⋯，P ． 

2 最大熵原理下的纯稳健信度估计 

上加上一个偏差项 一 T，进而得出无偏 计 文 - 

∑ f拿、)=o， 、 (1) 

其中 ( )=max[一 ，min(z一1，cz)]，通常情况下，o<c 1，cz>o．将(1)变形，可得： (拿) 

{ 耋又(斋)} 1 T )，m 。．其中初值可选为，T∞)一me n(x 一，x )． 

把 (z)代入 耋 (等)一 中， 耋max[(1--c1)T,min(x ，( +cz) ]一T令丁 =max[( 一 
c )T，min(x ，(1+cz)T)]，则 T— n T 

—  

． 

保费族 一{ ：其中 一a。+∑mT ，i一1，⋯， )中，最优估计 

t 一a +∑a T ， (2) 

窭差 邑，a 一 =_ ； ：： ： 兰 ，a — ：三竺』 ：： ： · 

exp[ vc ]cov(T~ ， 一 

『 +奎exp『． c。v( ]]c。vcT计 ， ．
i L =11 L ⋯  J J 

进一步，为了得到无偏信度估计 文 ，需要对(2)式加上偏差项 一 ，即 = + 一J￡￡ 一#--／zt+ 

a +∑：==：1a Tt． 

证明 首先求解minE[T~- 一a。一∑ a T 1。．令 

H—E[ 一a。一∑a T ]。， (3) 

对 H关于 。求导可得 。=E(T井 )一 
i= 1 E( )．即 (a)一面南 +骞a 一1一。．把a。 

c。v( ，丁J)一 。V(Ti， )=。· 口f2(a)一 c。v( ， )一 ∑{2iCOV( ’ 一O‘ 
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L 一 一奎
i= I 

㈤一一南 ·n(南 )一 i=I a 苦-n(a )一 
。(南 +窨a 告一 )一 骞c。vc ，Tj)～骞骞 。vc ， ]． c4 

对(4)式关于口。求导，得到：a。一E(T，l-1)·exp(--1一 o)． ‘ 

将上面求得的a。代人(4)式得， 

L _ (1 )eXp(-- i-- 一 
i=1 a l卟 ) eXp(一1 )一 

。· ∞ )+ A。一 
j -1 
cov(丁肿 ，Tj)一 ∞cov(Ti， )]， 

)关 求 一 ex出 cov(Tk，厕  ～1 ]． 

将 a 代入(5)，并整理得， 

L—exp[一1 ] 。v(T I)+奎exp[ v(T f) 一1 ] (6) 

再对(6)关于 。求导， 。=lnEl+ exp( c。v(T ，nT) )]一1．把上面解得的 。代入(6)，并化简 

可得到下面的式子：L—ln[1+骞exp( c。v(Ti， ) )]--,lcov(T肿 ， )．对上式关于 求导可整 
弹 下 面的 关干 的 等 式 ： 

i= 1 

eXp( 、cov(Tf， )E(T 一 )。——■ 一 一 

『 +奎exp( )卜。v( 
i =1L i ＼ 一 、 ，J 

把 看成方程(7)的解，分别解出Ot。，Ol ， 

一 —  — — 』  — _=一 ， 一 劬 一 ～ 。 

1+∑exp『 v(T ， f) ] 
一 1 L 一 、 J 

定理 1得证． 

3 两个重要推论 

exp[),cov(T~, ] 
E( ) 

(7) 

在经典的Btihlman信度模型中，对于不同年份的索赔数据给予相同的权重，但在实际应用中，这种假 

设显然不太合理．因此，可以考虑时间效应，这方面的文献可以参看文献[20—21]．下面基于定理 1的结 

论，给时间效应某个合适的相依结构，可证明a 的非递减性． 

先给出一些假设 ： 

假设 1 假设稳健估计 T ．．，T 有各自的风险参数@ “，@ ，给定时间效应 @ 时，稳健估计 T 是 

相互独立的，并具有相同的分布，且有 E( J )一 (SD；var(Ti J )一 }(8i)． 

假设 2 风险参数 @ 有分布函数 ( )，定义结构参数： 

E[ z(曰 )]一 ，E[口}(Oi)]= }，cov[~T( )， T( ，)]一 )，( J i一 )， 

其中y(O， )是关于 t的非增函数，例如，取 ( ， )=exp(一St)或(1+ )一， > 0． 

推论 1 在假设 1和假设 2的条件下 ，有下面的关系成立 ： 

1)当 >0，是 『号]时，定理1中的a (忌一1，⋯， )满足 
口 a ⋯ 。[号]一1 。[号] 

l 2 1 l 2 I 

一  

[号]+ ⋯ 一口 ； 



第 t期 胡莹莹，等：最大熵方法下的纯稳健信度估计 19 

2)当 <0，k 『_号]时，定理1中的a (矗一1，⋯，扎)满足 

口 口 ⋯ 一 [号]一 一 [号] [号]+ ⋯ ≤口 · 

、 

s ㈦ 一 

。． 

因为存在约束条件 ，2(垡)，所以 ≠ 0．下面分别讨论 > 0和 < 0的情况： 

1)当 >0，k 『I罟]时， 

sign障
ka~-i 
1
／一sign(矗 _1))=Sign(eX出cov( 一Tk，nTT)] = 
SignEcov(T~ 一Tk，nTT)]=Sign[∑cov(Tk+l，丁 )一∑cov(T,，Tt)]， (8) 

因为∑cov(Tj，T )：∑cov(~r( )， ( ))+ }=∑z(O，I i一-『』)+ ，所以 

sign( )：==Sign[52 ：r(O I—k--1 1)一 ，i。i k I)3一SignEr(o 一r(O， 一 ’(9) 

又因为r(O，愚)为非增函数·所以当愚 『号]时，Sign( 一 )三三=0． 
2)当 <0，愚 『-导]时， 

sign( --：sign( 一 )一sign(exp[-Acovc + 
1一 ，nTT)]一1)一Sign[--cov( 1一 ，nT)]= 

Sign[一∑cov(T~_ ，Tf)+∑eov(T,， )]， (1o 

因为∑cov(T,， )=∑cov(／~r(0,)， ( ))+ }一∑r(O，I i J I。)+口孚，所以 

Sign( )===Sign[一 y(O，Il —k 1 I)+ y(O，I 一是I)3=SignEr(o， 一是)--Z(O，k)3， 

又因为’，( ， )为非增函数·所以，当忌 『号]，Sign( 一 )三三=0· 

赋予较小的权重，对年份较近的索赔赋予较大的权重，得到的这个结论与实际是相吻合的． 

假设4 风险参数@有分布函数7f( )，定义结构参数：EEZ ( ]= ；E[ ( )]一 ；varE~ ( )]一番． 

推论 2 在假设3和4下，定理 1中的最优估计t 可以写成信度形式：t 一Z— +(1一Z一) r； 

；一 +Z ( 一 T)，其中 =E(X )，z一一—旱_； 一 ． 。 。 7=z十 竹 
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·n(募) 一 孚 T；a 一了_； ．所以 ， 十 r午 推论2得证． 
可见，推论2是定理1的一种特殊情况，所得结论恰好与经典信度公式相吻合，由此可把定理1(最大熵 

原理下的纯稳健信度估计)看成纯稳健信度估计的一个推广． 

4 结束语 

定理 1是在对索赔随机变量没有任何假设的情况下得到的信度公式的线性表达形式，并且当对最大熵 

方法下的纯稳健信度估计的随机变量给出一定假设的时候，它又有这样的重要性质：对年份较近的保单赋 

予相对较大的权重，年份较远的保单赋予较小的权重；在独立性的假设下，定理 1可写成经典信度公式的 

表达形式．所以，我们在最大熵方法下得到的纯稳健信度公式可以看成纯稳健信度公式的一个推广． 
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The Pure Robust Credibility Estimation under the M aximum Entropy Method 

HU Yingying，WU Lijun，SUN Yi 

(College of Mathematics and System Science，Xi~iang University，Urumqi 830046，China) 

Abstract：The maximum entropy method(MEM)has been widely applied to the insurance field and achieved certain a— 

chievements．However，the research which combines robust credibility estimation and MEM has not appeared until now．This 

article is dedicated to do some research in this area，namely the pure robust credibility estimation under the maximum entropy 

method．As we all know．the former credibility formula has to make some assumptions about random variable X to obtain the 

exact expression of the credibility formula．In this paper，we deduce the exact linear expression for credibility premium and two 

corollaries on the condition that we make no assumption about X． 

Keywords：the robust credibility estimation；the maximum entropy method；M estimation；influence Function；La— 

grangian multiplier 


