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抛物型积分微分方程的连续时空有限元方法
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(郑州轻工业大学 数学与信息科学学院,郑州450002)

摘 要:针对抛物型积分微分方程提出了一种连续时空有限元方法,通过引入时空投影算子,得到了相应的最

优误差估计结果.与传统全离散方式不同的是,该方法对时间变量和空间变量同时采用有限元逼近,且无时间离散步

长和空间网格尺寸的网格比限制.所得结果对于进一步研究非定常偏微分方程的数值算法具有积极推动作用.
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本文考虑如下的抛物型积分微分方程:

ut-Δu-∫
t

0
Δu(x,τ)dτ=f,∀(x,t)∈Ω×[0,T],

u(x,t)=0,∀(x,t)∈∂Ω×[0,T],

u(x,0)=u0,∀x∈Ω,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(1)

其中Ω⊂R2 为有界凸区域,∂Ω 为Ω 的边界,T 是总时间,u0=u0(x)是t=0时刻的初值,u为未知函数,f
为已知的右端源项.本文所用到的Sobolev空间及范数的记号都是标准的,见文献[1].

抛物型积分微分方程常应用于物理和工程领域,特别是需要考虑先前状态对当前状态产生影响的相关

模型问题,如黏弹性体压缩问题、气体扩散问题、流动流体衰变问题、热传导问题等.由于其积分项的出现与

传统的抛物方程产生了本质上的区别,使其解析求解变得相对困难,因此该方程的数值解法倍受关注.文献

[2]研究了其半离散格式下的非协调EQrot1 有限元逼近,通过构造适当的插值后处理算子,得到了各向异性

网格下的整体超收敛结果.文献[3]讨论了类 Wilson元逼近格式,采用对时间导数转移技巧,并结合双线性

元的高精度结果,构造了一个外推格式,得到了更高精度的逼近结果.文献[4]分别用任意次多边形或多面体

有限元逼近二维或三维抛物型积分微分方程,证明了弱Galerkin全离散格式解的存在唯一性,并导出了相

应的最优误差估计结果.文献[5-6]分别研究了带弱奇异核的抛物型积分微分方程的非协调有限元方法和

Hermite型各向异性矩形元逼近,在半离散和全离散格式下得到了最优误差估计结果.
事实上,连续时空有限元方法在数值求解时间相关的非定常问题时,具有独特优势,与传统的全离散有

限元格式[7]不同,其主要思想是同时对时间变量和空间变量进行有限元离散,可以实现在时间和空间两个维

度上同时得到高精度的结果.而且连续时空有限元方法的数值计算和理论分析对任意阶的时间离散和空间

离散能够进行统一处理,并且一致成立.该方法已被广泛应用于热传导方程[8]、反应扩散方程[9]、Sobolev方

程[10]、半线性奇异抛物方程[11]、对流扩散反应方程[12]等时间相关的偏微分方程,然而关于抛物型积分微分

方程的连续时空有限元方法,目前尚未见到有文献报道.
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本文拟针对抛物型积分微分方程,研究其连续时空有限元方法,并得到相应的最优误差估计结果.写作

结构如下:第1节介绍连续时空有限元方法的一些原理和性质;第2节进行详细的误差分析,得到有限元解

在时间节点处的最优误差估计结果;第3节对结论进行了总结与推广.

1 连续时空有限元方法

原问题(1)对应的变分形式为:求u∈U,使得

∫
T

0
[(ut,v)+(∇u,∇v)+∫

t

0
(∇u,∇v)dτ]dt=∫

T

0
(f,v)dt,∀v∈U,

u(x,0)=u0,∀x∈Ω,

ì

î

í
ïï

ïï
(2)

其中U=H1(0,T;H1
0(Ω)),L2 内积(f,v)=∫Ω

fvdx.

下面引入连续时空有限元方法.首先在时间轴J=[0,T]中插入(N-1)个节点,0=t0<t1<t2<…

<tN =T,将其分割为N 个小区间,令Jn=[tn-1,tn],k=max
1⩽n⩽N

|tn-tn-1|;同时对空间区域进行拟一致三

角剖分Th ={K},h=max
K∈Th

hK,其中hK 为三角形单元K 的最大直径.用Skl([0,T])表示关于时间变量的l

次一维有限元空间,即Skl([0,T])= {v∈C0([0,T]):v|[tj-1,tj]∈Pl([tj-1,tj]),j=1,2,…,N},而Shm(Ω)

⊂H1
0(Ω)表示关于空间变量的m 次二维协调有限元空间,最后定义连续时空有限元空间Uhk =Shm(Ω)⊗

Skl([0,T]).
于是,问题(2)所对应的连续时空有限元格式为:求uhk∈Uhk,使得

∫
T

0
[(uhk

t ,vhk)+(∇uhk,∇vhk)+∫
t

0
(∇uhk,∇vhk)dτ]dt=∫

T

0
(f,vhk)dt,∀vhk ∈Uhk,

uhk(x,0)=Pxu0,∀x∈Ω,

ì

î

í
ïï

ïï
(3)

其中Px:H1
0(Ω)→Shm(Ω)为针对空间变量的椭圆投影算子,如果u∈H1

0(Ω),则满足:
(∇Pxu,∇vh)=(∇u,∇vh),∀vh ∈Shm(Ω). (4)

  更进一步,对任意的u∈H1
0(Ω)∩HS(Ω),成立如下误差估计[1]:

‖Pxu-u‖r ⩽Chs-r‖u‖S,0⩽r⩽s⩽m+1, (5)
其中C 是与网格剖分尺寸h 及时间离散步长k无关的正常数,不同的地方取值可能不同.

由于uhk是经过时间层的连续推移得到的,所以,对于n=1,2,…,N,uhk满足

∫Jn

[(uhk
t ,v

hk)+(∇uhk,∇vhk)+∫
t

0
(∇uhk,∇vhk)dτ]dt=

∫Jn

(f,vhk)dt,∀vhk ∈Shm(Ω)⊗Pl(Jn), (6)

其中,Pl(Jn)表示定义在Jn 上次数为l的多项式的集合,uhk(x,0)=Pxu0,而uhk(x,tn)(n=1,2,…,N)
可以通过前面的时间层求出.

此外,定义关于时间方向的投影算子Pt:H1(0,T)→Skl([0,T]),易知Ptu(tn)=u(tn)(n=0,1,…,

N).如果u∈H1(0,T),则成立:

∫
T

0
(Ptu)tvtdt=∫

T

0
utvtdt,∀v∈Skl([0,T]). (7)

  同时,对任意的u∈Hs(0,T),则:

‖Ptu-u‖Hr(0,T)⩽Cks-r‖u‖Hs(0,T),0⩽r⩽s⩽l+1. (8)

  另外,关于上面投影算子Px 和Pt,文献[13]还证明了如下逼近性质:
当v∈L2(0,tn;Hs(Ω))∩H1(0,tn;H1

0(Ω))时,有

‖(v-Pxv)(t)‖L2(0,tn;L
2)⩽Chs‖v(t)‖L2(0,tn;H

s),1⩽s⩽m+1. (9)

  当v∈Hr(0,tn;Hm+1(Ω))∩Hl+1(0,tn;Hs(Ω))时,有

‖v-PtPxv‖Hr(0,tn;H
s)⩽C(hm+1-s‖v‖Hr(0,tn;H

m+1)+kl+1-r‖v‖Hl+1(0,tn;H
s)),r,s=0,1. (10)
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2 误差估计

本节对抛物型积分微分方程的连续时空有限元方法进行详细的误差分析,得到如下主要结论.
定理 假设u∈Hl+1(0,tn;H2(Ω))∩H1(0,tn;Hm+1(Ω)∩H1

0(Ω))和uhk∈Uhk 分别为方程(2)和
(3)的解,则对任意的n=1,2,…,N,成立如下最优误差估计结果:

‖∇(u-uhk)(tn)‖0+‖(u-uhk)t‖L2(0,tn;L
2)⩽C(hm‖u(tn)‖m+1+

hm+1‖u‖H1(0,tn;H
m+1)+kl‖u‖Hl+1(0,tn;H

2)), (11)
和

‖(u-uhk)t(tn)‖0+‖∇(u-uhk)t‖L2(0,tn;L
2)⩽C(hm+1‖ut(tn)‖m+1+

hm‖u‖H2(0,tn;H
m+1)+kl‖u‖Hl+1(0,tn;H

1)). (12)

  证明 结合(2)、(3)及(6)式,得到误差方程:

∫
tn

0
[((u-uhk)t,vhk)+(∇(u-uhk),∇vhk)+∫

t

0
(∇(u-uhk)(τ),∇vhk)dτ]dt=0. (13)

根据Pt 和Px 的定义,(13)式可变形为

∫
tn

0
[((PtPxu-uhk)t,vhk)+(∇(PtPxu-uhk),∇vhk)+∫

t

0
(∇(PtPxu-uhk)(τ),∇vhk)dτ]dt=

∫
tn

0
[((Pxu-u)t,vhk)+(∇(Ptu-u),∇vhk)+∫

t

0
(∇(Ptu-u)(τ),∇vhk)dτ]dt, (14)

或

∫
tn

0
[((PtPxu-uhk)t,vhk)+(∇(PtPxu-uhk),∇vhk)+∫

t

0
(∇(PtPxu-uhk)(τ),∇vhk)dτ]dt=

∫
tn

0
[((Pxu-u)t,vhk)-(Δ(Ptu-u),vhk)+∫

t

0
(∇(Ptu-u)(τ),∇vhk)dτ]dt, (15)

  在(15)式中取vhk =(PtPxu-uhk)t,可得:

∫
tn

0
[((PtPxu-uhk)t,(PtPxu-uhk)t)+(∇(PtPxu-uhk),∇(PtPxu-uhk)t)+

∫
t

0
(∇(PtPxu-uhk)(τ),∇(PtPxu-uhk)t(t))dτ]dt=∫

tn

0
[((Pxu-

u)t,(PtPxu-uhk)t)+(Δ(Ptu-u),(PtPxu-uhk)t)+

∫
t

0
(∇(Ptu-u)(τ),∇(PtPxu-uhk)t(t))dτ]dt, (16)

  注意到(16)式中左端第3项和右端第3项可分别变形为

∫
t

0
(∇(PtPxu-uhk)(τ),∇(PtPxu-uhk)t(t))dτ=

d
dt∫

t

0
(∇(PtPxu-

uhk)(τ),∇(PtPxu-uhk)t(t))dτ-‖∇(PtPxu-uhk)‖20 (17)
和

∫
t

0
(∇(Ptu-u)(τ),∇(PtPxu-uhk)t(t))dτ=

d
dt∫

t

0
(∇(Ptu-u)(τ),∇(PtPxu-

uhk)t(t))dτ-(∇(Ptu-u),∇(PtPxu-uhk)), (18)
将(17)、(18)式代入(16)式,并利用 Hölder不等式,得:

‖(PtPxu-uhk)t‖2L2(0,tn;L2)+
1
2‖∇

(PtPxu-uhk)(tn)‖20+∫
tn

0
(∇(PtPxu-

uhk)(τ),∇(PtPxu-uhk)(tn))dτ⩽ ‖(Pxu-u)t‖2L2(0,tn;L2)+

‖Δ(Ptu-u)‖2L2(0,tn;L2)+C(‖∇(PtPxu-uhk)‖2L2(0,tn;L2))+

‖∇(Ptu-u)‖2L2(0,tn;L2)+∫
tn

0
(∇(Ptu-u)(τ),∇(PtPxu-
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uhk)(tn))dτ+
1
2‖

(PtPxu-uhk)t‖2L2(0,tn;L2), (19)

即

‖(PtPxu-uhk)t‖2L2(0,tn;L2)+‖∇(PtPxu-uhk)(tn)‖20+2∫
tn

0
(∇(PtPxu-uhk)(τ),∇(PtPxu-

uhk)(tn))dτ⩽2‖(Pxu-u)t‖2L2(0,tn;L2)+2‖Δ(Ptu-u)‖2L2(0,tn;L2)+

C(‖∇(PtPxu-uhk)‖2L2(0,tn;L2))+‖∇(Ptu-u)‖2L2(0,tn;L2))+

2∫
tn

0
(∇(Ptu-u)(τ),∇(PtPxu-uhk)(tn))dτ. (20)

  (20)式可进一步估计为

‖(PtPxu-uhk)t‖2L2(0,tn;L2)+‖∇(PtPxu-uhk)(tn)‖20 ⩽2‖(Pxu-u)t‖2L2(0,tn;L2)+2‖Δ(Ptu-

u)‖2L2(0,tn;L2)+C(‖∇(PtPxu-uhk)‖2L2(0,tn;L2))+‖∇(Ptu-u)‖2L2(0,tn;L2))+

2∫
tn

0
‖∇(Ptu-u)(τ)‖0‖∇(PtPxu-uhk)(tn)‖0dτ+2∫

tn

0
‖∇(PtPxu-

uhk)(τ)‖0‖∇(PtPxu-uhk)(tn)‖0dτ⩽2‖(Pxu-u)t‖2L2(0,tn;L2)+

2‖Δ(Ptu-u)‖2L2(0,tn;L2)+C(‖∇(PtPxu-uhk)‖2L2(0,tn;L2))+

‖∇(Ptu-u)‖2L2(0,tn;L2))+
1
2‖∇

(PtPxu-uhk)(tn)‖20. (21)

  利用 Gronwall不等式,可得:

‖(PtPxu-uhk)t‖L2(0,tn;L
2)+‖∇(PtPxu-uhk)(tn)‖0 ⩽4‖(Pxu-u)t‖L2(0,tn;L

2)+
4‖Δ(Ptu-u)‖L2(0,tn;L

2)+C‖∇(Ptu-u)‖L2(0,tn;L
2)⩽

C(hm+1‖u‖H1(0,tn;H
m+1)+kl+1‖u‖Hl+1(0,tn;H

2)). (22)

  由三角不等式及投影算子的性质,并注意到PtPxu(tn)=Pxu(tn),有

‖(u-uhk)t‖L2(0,tn;L
2)+‖∇(u-uhk)(tn)‖0 ⩽ ‖(u-PtPxu)t‖L2(0,tn;L

2)+‖(PtPxu-
uhk)t‖L2(0,tn;L

2)+‖∇(u-PtPxu)(tn)‖0+‖∇(PtPxu-uhk)(tn)‖0 ⩽ ‖(u-
PtPxu)t‖L2(0,tn;L

2)+‖(PtPxu-uhk)t‖L2(0,tn;L
2)+‖∇(u-Pxu)(tn)‖0+

‖∇(Pxu-PtPxu)(tn)‖0+‖∇(PtPxu-uhk)(tn)‖0 ⩽C(hm‖u(tn)‖m+1+
hm+1‖u‖H1(0,tn;H

m+1)+kl‖u‖Hl+1(0,tn;H
2)). (23)

  定理中第1个结论(11)式得证.
另一方面,对(14)式关于t求导,能够得到

∫
tn

0
[((PtPxu-uhk)tt,vhk)+(∇(PtPxu-uhk)t,∇vhk)+(∇(PtPxu-uhk),∇vhk)]dt=

∫
tn

0
[((Pxu-u)tt,vhk)+(∇(Ptu-u)t,∇vhk)+(∇(Ptu-u)(τ),∇vhk)]dt, (24)

在(24)式中取vhk =(PtPxu-uhk)t,可得:

∫
tn

0
[((PtPxu-uhk)tt,(PtPxu-uhk)t)+(∇(PtPxu-uhk)t,∇(PtPxu-uhk)t)+

(∇(PtPxu-uhk),∇(PtPxu-uhk)t)]dt=∫
tn

0
[((Pxu-u)tt,(PtPxu-uhk)t)+

(∇(Ptu-u)t,∇(PtPxu-uhk)t)+(∇(Ptu-u)(τ),∇(PtPxu-uhk)t)]dt. (25)

  利用 Hölder不等式和模等价性质,可得:

1
2‖

(PtPxu-uhk)t(tn)‖20+‖∇(PtPxu-uhk)t‖2L2(0,tn;L2)+
1
2‖∇

(PtPxu-uhk)(tn)‖20 ⩽

3
2
(‖(Pxu-u)tt‖2L2(0,tn;L2)+‖∇(Ptu-u)t‖20+‖∇(Ptu-u)‖2L2(0,tn;L2))+
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1
2‖∇

(PtPxu-uhk)t‖2L2(0,tn;L2), (26)

即

‖(PtPxu-uhk)t(tn)‖0+‖∇(PtPxu-uhk)t‖L2(0,tn;L
2)⩽3(‖(Pxu-u)tt‖L2(0,tn;L

2)+
‖∇(Ptu-u)t‖L2(0,tn;L

2)+‖∇(Ptu-u)‖L2(0,tn;L
2))⩽

C hm+1‖u‖H2(0,tn;H
m+1)+kl‖u‖Hl+1(0,tn;H

1)( ) . (27)

  由三角不等式及投影算子的性质,得
‖(u-uhk)t(tn)‖0+‖∇(u-uhk)t‖L2(0,tn;L

2)⩽ ‖(u-Pxu)t(tn)‖0+‖(Pxu-PtPxu)t(tn)‖0+
‖(PtPxu-uhk)t(tn)‖0+‖∇(u-PtPxu)t‖L2(0,tn;L

2)+‖∇(PtPxu-uhk)t‖L2(0,tn;L
2)⩽

C(hm+1‖ut(tn)‖m+1+hm‖u‖H2(0,tn;H
m+1)+kl‖u‖Hl+1(0,tn;H

1)). (28)
结论(12)式得证.至此定理证毕.

3 小 结

本文主要研究了线性抛物型积分微分方程的连续时空有限元逼近方法,该方法对于时间变量和空间变

量同时采用有限元离散,所得结果对于任意次的多项式空间均是成立的,并且抛弃了传统有限元方法中关于

时间离散步长和空间网格尺寸的网格比限制.另外,如果将文献[14-15]中关于非线性项的误差估计技巧稍

作改进,便可对半线性和非线性的抛物型积分微分方程[16-17]进行连续有限元误差分析,同样能够得到最优

阶的误差估计结果.
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Continuousspace-timefiniteelementmethodforintegro-differential
equationsofparabolictype

QuShuanghong,GuoYushan,GuanHongbo

(CollegeofMathematicsandInformationScience,ZhengzhouUniversityofLightIndustry,Zhengzhou450002,China)

Abstract:Thispaperproposesacontinuousspace-timefiniteelementmethodforintegro-differentialequationsofpara-
bolictype.Byintroducingspace-timeprojectionoperators,someoptimalordererrorestimatesareobtained.Differingfromthe
traditionalfulldiscretescheme,thismethodapproximatesthetimeandspacevariablesbyfiniteelementmethodatthesame
time,whichdoesnottosatisfyanylimitationoftheratioofthetimesteplengthandthespacemeshsize.Theresultsofthis

paperhaspositiveeffecttopromotefurtherresearchesofnumericalmethodsforparabolictypeintegro-differentialequations.

Keywords:integro-differentialequations;space-timefiniteelementmethod;optimalordererrorestimates
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