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分数布朗运动驱动的分数阶B enjam in-O no方程的适定性
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摘 要 ：主要考虑分数次布朗运动驱动的随机分数阶Benjamin-Ono方程，利用随机卷积在空间足,&中的估计，三线 

性估计和压缩映射原理得到了随机分数次Benjamin-Ono方程的适定性.
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本文考虑如下分数次布朗运动驱动的随机分数次Benjamin-O no方程：

/ d u  — [_ — | D x | a+1u x u 2 u x ^ d t  ^ ( t ) d B n  ( t ) G >  0 ? (1 )

\u (Q x̂ ) — Uq(x ) jX G K.?

其中 0 < « <  1，I 认 I 为傅里叶乘子算子，少⑴是线性算子，

中的标准正交基，（/T O )),eN是概率空间03，，，p ) 上的双边独立分数次布朗运动.

当 a =  1，少= 0 时，方程（1)修正的Korteweg-de ries(mKdV)方程•文献[1]证明了当S>  1/4时 ， mKdV

方 程 在 中 局 部 适 定 ，当 s >  1 时是整体适定的.文献[2 — 3 ]证明了 m K d V方程当 s |是整体适定的， 

当 | 是 不 适 定 的 . 文 献 [4]讨论了在几乎临界空间中的适定性.当0 1 时，利用三线性估计，文献

[5]考虑了布朗运动（H = + ) 驱动的随机广义分数次Benjamm-Ono方程在Bourgam空间中的适定性•通过

修正文献[6]中随机卷积在Bourgam空间中的估计，文献[7]建立了分数次布朗运动驱动的KdV-B O方程的 

适定性.本文将文献[5]中的噪声推广到更一般的分数次噪声，建立方程(1)的适定性.

方程(1)的适度解为

m〇) =  U 〇)m0 + 备  p U 〇i )(M3：» +  p U O i )少 ， (2)
3 J 0 J 0

其中 U O ) =  c 1 e—'抑瓦，必（6) =  6 I 6 K 1.

对 于 € R ，定义 Schwartz函数空间在R2 上的完备化空间Xs,6,其上的范数为

II m || xStb =  II U ( — 〇u || =  || {〇s ( a ) b. f u || LJLj；,
其 中 =  r +  « 6 ) ，〈*> =  1 + 卜I.当了>〇,考虑足,6上函数限制在区间[0，T] 上的 X^ ，相应的范数为

II U II x l b =  inf{ II U II X _6 ,U G X s,b , J=L M =  M I [〇,T] }.

定理 1 假设 — e  H S(R).当 + 时，少 纖 ；当 | < H < 1  时，
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少e 以"•那么对于p-a.e. 仏 存 在 了 >〇 使得柯西问题1有 唯 一 的 解 c ([〇，:r] ;迚 （r )) n

1 对分数次布朗运动的积分

这部分的内容可参考文献 [8  —1 0 ] .给定区间 [ 0 ，T ]，令 分 数 次 布 朗 运 动 的

Hurst参 数 H e  (〇，1 ) . 从 而 是 中 心 高 斯 过 程 ，其协方差为

R ( s , t )  =  E ( B n (s ' )Bn ( t y )  =  \ ( t 2U + s 2U- \  t - s  \2U) =  \ lASK k ( t , r ) K k ( s , r ) d r ,
Z Jo

其 中 是 均 方 可 积 核 ，满足

K n ( t , s )  =  cn ( t  — s ) 11̂  +  cn ( ^ -  — H )  [ (m — [1 — (—) ^ J/]dM, (3)
Z J s u

其 中 常 数 =
2 H r(y - H ) 1

----------------1------------------------- ] ir ( H  +  y )r (2 - 2H)
.令K ? 是从£： (£：表示[0，T] X [0，1]上的所有阶梯函数）到 L 2 ([0，

T] )的线性算子，定义如下：

^ K t <p ^(.s , x ) =  K n ( T , s ) ( p ( . s , x )  +  [ ( xp ( r , x )  — ( p ( s , x ) )  ^ - 1 ^ —l i 2 d r , V 93 G £• (4 )
J s 0T

进一步 B"(r) 有如下的维纳积分

B n (t) =  r x J；(r,5)dW(5), (5)
Jo

其中 w 是维纳过程.令 f 是 e关于数量积（I e。』 的 闭 . 对 于 s ， /i e  1 2(〇，:〇,以下对偶 

成立 J"T(K 4 ) ⑴ /Kdck =  |>〇)〇^/〇(出).从而对分数次布朗运动的维纳积分和对维纳过程的 i t s 积分 

有如下关系

l^ isydB'^s) =  l1 (K ：? )(s)d w (s), w e ^e. (6)
J 0 ' Jo

令 A 是从希尔伯特空间E 到 F 的有界算子，相应的积分定义为

\ A ( s ) d B n (s)  =  V ]  f ( s)  =  V ]  f ( K *  A(*)<Pet )(s)dj3t (s)  , (7)
J 〇 i Gn Jo  Jo

其 中 （A 〇)),e[0,T] 满足D  P II (K S*A (.)私 ）G ) |^cb<  ⑵.
nyj J 0

2 随机卷积估计

令 ^ > )代表支集在[一 1，2 ]上的光滑函数且在[0，1]上 ^ >) =  1 .下面给出如下随机卷积估计：

Z ( t )  =  ^ U ( t -  s)<l>dBn (s) .  ( 8 )

首先，给出以下基本不等式.

引理 1 对任意：r ， ；y e  R ， y e  (0，1)，有 I e—丨1 — K C (}〇 U  — ：y I'

性质 i 令 v ， y e  (〇，i )，〇 < 6 < h 〈 去 ， H +  y > | ，假设少 e i 4 ，s++(a+2)•贝 u g o ) e L 2〇3,

x s,6) 且

E ( || <pZ || |s>6 <  M (6,y ,H ,^) || || , (9)

其中 M (6，y，H ，0  只依赖 6，y，H ，|U |1/20〇) llf，I W ) 1^ 及 IU |1/2一 ）1^ 的常数•

证明定义尽 0 ,  .）=  0(0 —O 少dBwG )，则 =  U ⑴尽〇,.）. 从而

II <pz ii x >6 =  ll d + i  e  1 ) ! ( 1 + 1  t + k o  \ y s f X e - ' * ( 0 g ( . t , 〇 )  ii Ly s =  ii d + i  e  1 ) ! ( 1 + 1  r +
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K O  | ) ^ ( r  +  ̂ ( 6 )，6) ( 1 + 1  6 I )'(1 + 1  T \ y g ( . T ,〇 II l2l I ■
因此

Ell <pz ||Xs6 =  j Jr2(i +I e l )Zid + l  r i ) 26 i ^(r ,e) izdrde =  Jr(i + i s \ ) 2se  i l^ ae, (i 〇)

其 中 瓦 茗  0 , 6 )  =  0 0 )  2 二 。 〇)•

利用比上的等价范数 u  &  =  jJ"r2 1 |2d ^ + i  h \h , \ /h e  m .

可以得到

E I Q  =  2  I 私  |2(E I 0⑴ 「e—柳 贼  Q  =  S  I 私  |2E I 0⑴ 「e—柳 贼  l【2 +k -o  J 0 k -o  J 0

I 0 ( h )  p e - w  d成 (5) — 0 ( r 2) 「2e-— )d成 (5) r
E -dfidfz) ：=  | S'k \ z( I i +  I 2). (I DA 2 \ t . - t A 1+26 …

由（6)、（7)式和 It6 等距公式有

h = 「 I 0(0 |2E | 「e—- (f)<  |2ck = 「 | |2E | 「K ；e—'，(f)d/i G ) |2ck

ip(.t) \ 2E \\ | K ； e-'̂ (f) Td^df.

结合(4)式 ，得

I K ： ê (e) |zd5 d K
e- ^  K (t ,s) +  (e_inp<f) — ê (f)) ^ = ^ ( r ,5)dr |zd5<  

J s or

2( | e—呷(f)K 〇“）|2c b +  | (e—ir^(e) —  e——(?) 9 K '
dr

-(z ,s')dz |zd5) ：= 2 ( ^  + TZ).

由（5)式和 It6 等 距 公 式 得 =  E [(， 〇))2] = ， . 由引理1 得

T 2 <  C ( y )  I 必（6) r 「 I — 丄 ） w—+ d r  | 2c b <  C ( y )  I 必（6) r 「 I — 吾竹d r  | 2cb.
Jo J 5 S Jo J 5

对于 y e  (0，1)，令 H — i  +  y > — l ，可得 T 2 <  C(y) | 必(6) |k m+27.

因此，得到

对于 h ，有

I z

h  <  C ( y ) ( |  t 2U4，{t )  + |  K 〇  \7 I t 2II+̂ <p(t) | [〇 .

E \ (p(.t1) \  e - ' ^  d f i 1 ( s)  -  ^ ( M )  \ e- ' ^> df i 1 (s)Jo  Jo
!<^2 \ tl ~  t2 I 1+26

「⑴ 「 I <p(t2) \2E  | \ 2 e - ' ^ d ^ C s )  | 2 
9 1 1 ---------------- ---------------------屯  dr2 +

( 12)

-Ati dr2 ^

I i- i- I -J 0 J 气 <0 \ h  — t 2 |

r  r | <p(t l ) -  <p(t2) \2E  | J〇' e-'*^ dfi1 (s) |;

)o J o< ；1< ；2 | ti — t2 |lJr2h -Ati dr2

<p(t2) \2E  | e， d̂ G ) p
1 h - A t i A t i  ： — 2 ( J 2,i Iz ,2 ^2

Jo J〇<̂ <̂ 2 | tl — t2 |1+26

类 似 h ，分别估计 h a ，J2,2，尺,3.对于 y e  (〇，1) ， H — i  +  y > — 1，由（6)、（7)式 ，I t s 等距公式及引理1，有

df i： 2a  < c ( 7 )  i t ： + i  m  v t r  )  i <p(t2 )  i : rdfz <  C (y ,b) (t2

I \yt2

一  U — U 1 描
| <p(t2) Izdf2 <  C (y ,b) | K s )  l7(| I t \ u- b̂ ( t )  \ht + |  | t \H+̂ ( t )  |[〇, (14)
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h , 2  <  C ( y )
! 〇 J 〇<̂ <̂ 2

( " + I  m  i ^ r 27> I < p ( h ) - <p(t2) iz ^

\ t , - t 2 11+26 1 2  -

C (y ) ( f  p  ( " + l  m  \ ^ +27) ^  ̂  V AtAhJ 0 J 0 | t \  —  t2 |

C (y ，H ) | $(6 ) l 7 ( 「 「 1 |2 c k l C k 2 +Jo  Jo  \ t 2 | +

i u  r v ^ i ) i °̂° [ [ i— -~ n+ ^ ^ idt2) <J 2 Jo | t\ —— r2 I

C ( y , H )  | K O  l 7 ( |  < p( 0  1 ^  + C J  U  \ n <p(〇  l c > - ( 1 5 )
最后计算了2,3 :

： 2,3 <  C ( y ) 「 r  i 一 2 )  i z ( u — ^  i m —卜M + u — k  12卵 ^ —2 6 1 必（6 )  i 7 ) 屯山 2 <J 0 J 0
C ( y , b , H )  | K S )  I 7 1 U  \ n - b<p( t )  | [ f . ( 1 6 )

由（1 3 ) 〜（1 6 ) 式 ，有

I 2 < M ( . y ；b , H , ^  | K O  I 7 , ( 1 7 )

其中 M (y ，6，H ，0) =  C(y ，6，H )(| u  |v v (〇 A + U (〇 l^ + C6 |U r 、 〇) llr ).

由（10)、（11)、（12)及（17)式 ，得到（18)式.

下 面 给 出 + <  6  <  H  <  1 时的随机卷积估计.证明过程与性质 1 类似，此时 H  +  y  >  j 恒成立.

性质2 令 u  e ▽，+ h <  1，假设少 e 以"•则g w  e 1 2〇3，足,6)且

E ( II <pz II x >6 < M (b ,H ,<p) \\<P II , (18)

其中 m (6，h ，0  只依赖 6，h ，i u  I1、 ⑴  A ，i A  及 i u  r /2̂ >) 的常数•

3 局部适定性

首先，以下三线性估计在文献 [ 5 ] 得到 .

引理2 令 〇 丄 ^ 6且 0 < ^ 2(3二 8)，有 (wiW2w3), ii xs,-6 ^  c IT ii u> ii xs>f, •
;-l

注 1 在性质1 中 要 求 且 — y.结合引理2,如 —
〇可取 7 2(3« +  8)•从而

当g < w < 去 时 ，少e i T 4(謂.

引理 3 4 〇 < a，b< ~ ^ ~ ，c > ~ ^~ ，s e R ，u〇e H s，_f e X s，—a. 则

II U( t) u0 II Xsi£ <  c iu„ II lf > (19)

II \ l U(t -  r)/(r)dr || x 6 <  CTM (20)

定理 1 的 证 明 首 先 考 虑 j 情形 . 令 Z 0 ) 由（8 ) 式给定，z 〇)  = 1 7 ⑴ 《。，̂〇)  = M ⑴ 一  

Z ⑴ 一 z 〇) ，则

v C t )  =  3 v ( t )  =  一 —  [" U C t  一 s )  C v 3 Z 3 z 3 3 v 2Z  3 v Z 2O J 0
3 v 2z  3 v z 2 +  Z Z z 2 +  Z Z z 2 +  6 v Z z ) x d s .  ( 2 1 )

令 私 二 ^  e  x L ，I M I 心  . 由性质 1 、引 理 2 和 引 理 3 ,得到
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|| 3 v ( t )  || <  C T ^ C R 3 +  || Z || ^  +  || u 0 || I / ) .

对于 e  私 ，有 II %  — II 4  <  C T1—“ （i?2 +  II 幻| 匕 +  II M。 II ^ ) I U  — %  II 心.

令 i?。=  || 幻| +  i u 。||„s <  i? ， T  =  mfU >  0 , 2〇 ^—览  <  音}•则 在空间 X s,6 映 到 自身且

II %  —宄2 II心 <  j  I U  — %  II < 6.因此^有一个唯一的不动点即是方程（21) 在空间 X L 中的唯一解.

接下来证明M z n z  e  X L +  属于空间C ([0，了]; ).由嵌人定理 ， z e  C([0，T] ; ).类似

文献[11]中定理 6.1 0 的证明，得到 2 〇)在/^中有连续的修正.令&是《在又;,£+足 ,6 中的任意延拓，由性

质 1 及文献[12]，得到 || %  — || <  C || W h d r  || •因为 1 — a >  1/2,所以 m e

X s,6 C C ([0，T];H s)，这里％ ( . ) = #  +  ) •

类 似 H j 情形，利用性质 2 和引理 2 得 到 j  H <  1 时解的存在唯一性.
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Well-posedness for Stochastic Fractional Benjamin-Ono 
Equations Driven by Fractional Brownian Motion

Huang Jianhua1 ， Chen Yong2， Yan Wei3

(1. College of Science, N ational University of Defense Technology, Changsha 410073»China；2. College of Science,
Zhejiang Sci-Tech U niversity , H angzhou 310018 »China；3. College of M athem atics and 

Inform ation Science, H enan Normal U niversity»Xinxiang 453007 , China)
Abstract： In this paper, the stochastic fractional Benjamin-Ono equations driven by fractional Brownian motion has been 

discussed. Th e  regularity of stochastic convection for fractional Brownian motions in Bourgain space is established, and the lo

cal well-posedness for the stochastic fractional Benjamin-Ono equations is established by the trilinear-estimates and the contrac

ting mapping principle in the Bourgain space.

Keywords ： well-posedness ； fractional Brownian motion； fractional Benjamin-Ono equations
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