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　　摘　要：研究了带有时滞项的高阶Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程的拉回吸引子的存在性．首先利用解的有界性验证了拉回

吸引集的存在性，接着借助ｓｏｂｏｌｅｖ空间的紧嵌入证明了该初边值问题产生的过程是紧的，最后得 到 了 拉 回 吸 引

子的存在性．
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本文处理如下带有时滞项的高阶Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ型方程的拉回吸引子的存在性：
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其中ｍ ＞１，Ω ∈Ｒｎ（ｎ１）是具有光滑边界Ω 的有界区域，ｈ＞０是时滞时间，是当ｈ＞０时的区间

［τ－ｈ，τ］上的初始值，而当θ∈ ［－ｈ，０］时，ｕｔ 被定义为ｕｔ（θ）＝ｕ（ｔ＋θ），ν是Ω 上的单位法向量．
在文献［１］中，Ｇ．Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ在研究弹力绳的非线性振动时首次提出了Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ绳模型．随后，Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ

型波方程的整体解的存在唯一性以及解的爆破已经被许多学者广泛研究．文献［２］研究了如下带有记忆项的

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ型方程的长时间动力学行为
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文献［３］研究了如下带有非线性耗散项的高阶Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ型方程的解的整体存在性和爆破性质
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其中Ω∈ＲＮ（Ｎ １）是光滑边界的有界开区域，ν是向外的法向量，ｍ＞１是正整数，ｐ，ｑ，ｒ＞０是正常数．
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作者利用凹度的方法，得到了当ｐｒ时，解具有整体存在性，然而当ｐ＞ｍａｘ｛ｒ，２ｑ｝时，对任何带有负初始

能量的初始值，解以Ｌｐ＋２ 中的范数在有限的时间内爆破．随后文献［４］通过修改证明方法，不仅改善了文献

［４］中作者得到的已有结果，而且证明了当正初始能量有上界的时候，解在有限的时间内也爆破．受文献［３－
４］的启发，文献［５］研究了如下带有阻尼项和源项的高阶Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ型的双曲方程
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其中Ａ＝（－Δ）ｍ，ｍ ＞１是正整数，Ω∈Ｒｎ 是有光滑的有界区域，ν是向外的法向量，ａ，ｂ，ｐ＞０和ｑ，ｒ＞
２是正常数．作者通过构造Ｈｍ

０ 中的稳定集，得到了解的整体存在性，又利用Ｖ．Ｋｏｍｏｒｎｉｋ引理，证明了能量

衰减估计．
文献［６］研究了如下带有非线性强阻尼项的高阶非线性Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ型方程
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其 中ｍ ＞１是正整数，Ω∈Ｒｎ 是有光滑的有界区域，ν是向外的法向量，ｑ＞０是正常数，ｇ（ｕ）是非线性

函数．作 者 通 过 改 进 非 线 性 项 的 假 设 条 件，得 到 了 光 滑 解 的 整 体 存 在 唯 一 性，进 而 得 到 解 半 群Ｓ（ｔ）：
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０ 具有整体吸引子，最后证明了该整体吸引子具有有限的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ维数和Ｆｒａｃｔａｌ
维数．

文献［７］研究了如下带有强耗散项的高阶非线性Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ型波方程的解的局部存在性和爆破
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其中ｍ ＞１是正整数，Ω∈Ｒｎ 是有光滑的有界区域，ν是向外的法向量，ａ０，ｂ０，ｐ０，ｑ１是常数．

对偏微分方程而言，研究解的长时间性态主要是研究解对初始值的连续依赖性及有界性、正则性、空间

的紧性等，见文献［８－１５］．而拉回吸引子是相空间的一族紧集，在过程的作用下具有不变性，且拉回吸引相

空间中的有界集．另一方面，从存在性角度考虑，相对一致吸引子而言，可以在较弱的外力假设下得到拉回吸

引子的存在性．因此，拉回吸引子的研究备受关注．时滞偏微分方程带有对过去状态的刻画，能够更精确地反

映现实，因而时滞偏微分方程的研究也吸引了越来越多学者的注意．虽然高阶Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ型方程的研究比较

多，但是，关于高阶Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ型方程的研究主要是解的爆破及其存在性，对带有时滞的高阶Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ型方

程的拉回吸引子的研究却是空白．本文在前人研究的基础上，利用文献［１５］中的有关理论知识和方法来研究

带有时滞项的高阶Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ型方程的拉回吸引子，这是十分有意义的．

１　预备知识

为了后面证明的需要，引入以下符号：Ｈ ＝Ｌ２（Ω）中的范数与内积分别记作 ‖·‖ 和（·，·），且记

Ｌｐ（Ω）＝Ｌｐ，Ｈｋ（Ω）＝Ｈｋ，Ｈｋ
０（Ω）＝Ｈｋ

０．
　　对函数ｆ，ｇ，ρ作以下假设：

（Ｈ１）存在正常数ｋ１，ｋ２，使得函数ｆ∈Ｃ（Ｒｎ ×Ｒ；Ｒ），ρ∈Ｃ
１（Ｒ；［０，ｈ］）满足

｜ｆ（ｔ，ν）｜２ ｜ｋ１｜２＋ｋ２｜ｘ｜２，ｔ，ν∈Ｒ，｜ρ′（ｔ）｜ρ＊ １，ｔ∈Ｒ；

　　（Ｈ２）外力项ｇ（ｘ，ｔ）满足∫
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－∞
‖ｇ（ｘ，ｓ）‖２ｅδｓｄｓ＜ ∞，ｔ∈Ｒ，δ＞０．
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设（Ｘ，‖·‖Ｘ）和（Ｙ，‖·‖Ｙ）是使得Ｘ →Ｙ是连续嵌入的两个Ｂａｎａｃｈ空间，用ＣＸ，Ｙ 表示Ｂａｎａｃｈ空

间ＣＸ ∩Ｃ（［－ｈ，０］；Ｙ），其范数定义为 ‖‖
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２
ＣＹ
，∈ＣＸ，Ｙ．

　　下面，主要阐述动力系统的拉回吸引子的基本概念及相关结果．
令Ｘ是完备的度量空间，距离为ｄ（·，·）．如果有一族定义于Ｘ上的双参数映射Ｕ（ｔ，τ）：Ｘ→Ｘ，ｔτ，

τ ∈Ｒ满足：（１）Ｕ（ｔ，τ）＝Ｕ（ｔ，ｒ）Ｕ（ｒ，τ），τｒｔ；（２）Ｕ（τ，τ）＝Ｉｄ的一恒同算子，τ∈Ｒ．则称Ｕ（ｔ，τ）
是一过程．

令Ｐ（Ｘ）是Ｘ 上所有非空子集族，令一族非空集合 Ｄ^０（ｔ）＝｛Ｄ０（ｔ）：ｔ∈Ｒ｝Ｐ（Ｘ）．
定义１　若对任意的ｔ∈Ｒ，任意的有界集ＢＸ，都存在τ（ｔ，Ｂ）ｔ，使得Ｕ（ｔ，τ）ＢＤ０（ｔ），τ

τ（ｔ，Ｂ），则称 Ｄ^０（ｔ）＝｛Ｄ０（ｔ）∶ｔ∈Ｒ｝为过程Ｕ 的拉回吸引集．

定义２　若一族集合Ａ^＝｛Ａ（ｔ）：ｔ∈Ｒ｝Ｐ（Ｘ）满足（１）对任意的ｔ∈Ｒ，Ａ（ｔ）是紧的；（２）^Ａ（ｔ）是拉

回吸引的，即对任意的有界集Ｂ Ｘ，任意的ｔ∈Ｒ，有ｌｉｍ
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Ｕ（ｔ，τ）Ａ（τ）＝Ａ（ｔ），－∞ ＜τｔ＜＋∞，则称Ａ^（ｔ）是过程Ｕ 的拉回吸引子，其中ｄｔ 指Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ半

距离，定义为ｄｔ（Ａ，Ｂ）＝ｓｕｐ
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定义３　假设定义于Ｂａｎａｃｈ空间Ｘ 上的闭过程Ｕ 拥有一个拉回吸引集Ｄ^０（ｔ）＝｛Ｄ０（ｔ）∶ｔ∈Ｒ｝且

Ｄ^０（ｔ）是渐近紧的，则过程Ｕ 拥有一个拉回吸引子Ａ^（ｔ）＝∩
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２　拉回吸引子的存在性

在这一部分，证明问题（１）所产生的动力系统具有拉回吸引子．

引理１　若假设条件（Ｈ１）－（Ｈ２）成立且ｇ（ｘ，ｔ）∈Ｈ，（，
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对（２）式逐项进行计算并整理，可得

１
２
ｄ
ｄｔ
［‖ν‖２－ε‖Ｄｍｕ‖２＋

１
２‖
Ｄｍｕ‖４］－ε‖ν‖２＋ε２（ｕ，ν）＋‖Ｄｍν‖２－

ε２‖Ｄｍｕ‖２＋ε‖Ｄｍｕ‖４＝（ｇ（ｘ，ｔ）＋ｆ（ｔ，ｕ（ｔ－ρ（ｔ））），ν）． （３）
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其中λ１ 是－Δ在Ｈ 中的第一个特征值．
而由假设条件 （Ｈ１）可得
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在［τ，ｔ］上对上式积分，有

ｅ　ｍｔｙ（ｔ）ｅ　ｍτｙ（τ）＋（ｍ－α）∫
ｔ

τ
ｅ　ｍｓｙ（ｓ）ｄｓ＋

２ｋ２２
ε
２∫

ｔ

τ
ｅ　ｍｓ‖ｕ（ｓ－ρ（ｓ））‖

２ｄｓ＋

（
２ｋ

２

１

ε
２ ｜Ω｜＋

αε
２

２
）∫

ｔ

τ
ｅ　ｍｓｄｓ＋ε

２

λ
ｍ

１
∫

ｔ

τ
ｅ　ｍｓ‖Ｄｍｕ‖２ｄｓ＋

２
ε
２∫

ｔ

τ
ｅ　ｍｓ‖ｇ（ｘ，ｔ）‖２ｄｓ． （７）

记ｒ＝ｓ－ρ（ｓ），由于ρ（ｓ）∈ ［０，ｈ］且对 ｓ∈Ｒ有 １
１－ρ′（ｓ）


１

１－ρ＊

，则

∫
ｔ

τ
ｅ　ｍｓ‖ｕ（ｓ－ρ（ｓ））‖

２ｄｓ∫
ｔ

τ－ｈ

ｅ
ｍｒ
ｅ
ｍｈ

１－ρ＊
‖ｕ（ｒ）‖２ｄｒ

ｅ
ｍｈ

１－ρ＊∫
τ

τ－ｈ
ｅ　ｍｒ‖ｕ（ｒ）‖２ｄｒ＋

ｅ
ｍｈ

１－ρ＊∫
ｔ

τ
ｅ　ｍｒ‖ｕ（ｒ）‖２ｄｒ

ｅ
ｍｈ

１－ρ＊
ｅ　ｍｒ‖‖

２＋
ｅ
ｍｈ

λ
ｍ

１
（１－ρ＊）∫

ｔ

τ
ｅ　ｍｒ‖Ｄｍｕ（ｒ）‖２ｄｒ． （８）

把（８）式代入到（７）式，可得

ｅ　ｍｔｙ（ｔ）ｅ　ｍτｙ（τ）＋（ｍ－α＋
２ｋ

２

２ｅ
ｍｈ

ε
２
λ
ｍ

１
（１－ρ＊）

＋ε
２

λ
ｍ

１

）∫
ｔ

τ
ｅ　ｍｓｙ（ｓ）ｄｓ＋

２ｈｋ
２

２ｅ
ｍｈ

ε
２（１－ρ＊）

ｅ　ｍτ‖‖＋

（
２ｋ

２

１

ε
２ ｜Ω｜＋

αε
２

２
）（ｅ　ｍｔ－ｅ　ｍτ）＋

２
ε
２∫

ｔ

τ
ｅ　ｍｓ‖ｇ（ｓ，ｔ）‖２ｄｓ． （９）

由于ｍ－α＋
２ｋ

２

２ｅ
ｍｈ

λ
ｍ

１ε
２（１－ρ＊

）
＋ε

２

λ
ｍ

１

＜０，则（９）式表明，对 ｔτ有

ｙ（ｔ）ｅ　ｍ（τ－ｔ）ｙ（τ）＋
２ｈｋ

２

２ｅ
ｍｈ

ε
２（１－ρ＊）

ｅ　ｍ（τ－ｔ）‖‖
２＋（

２ｋ
２

１

ε
２ ｜Ω｜＋

αε
２

２
）（１－ｅ　ｍ（τ－ｔ））＋

２
ε
２ｅ
－ｍｔ∫

ｔ

τ
ｅ　ｍｓ‖ｇ（ｓ，ｔ）‖２ｄｓ． （１０）

用ｔ＋θ代替（１０）式中的ｔ，有

ｙ（ｔ＋θ）ｅ　ｍ（τ－ｔ－θ）ｙ（τ）＋
２ｈｋ

２

２ｅ
ｍｈ

ε
２（１－ρ＊）

ｅ　ｍ（τ－ｔ－θ）‖‖
２＋（

２ｋ
２

１

ε
２ ｜Ω｜＋

αε
２

２
）（１－ｅ　ｍ（τ－ｔ－θ））＋

２
ε
２ｅ
－ｍ（ｔ＋θ）∫

ｔ＋θ

τ
ｅ　ｍｓ‖ｇ（ｓ，ｔ）‖２ｄｓｅ　ｍ（τ－ｔ－θ）ｙ（τ）＋

２ｈｋ
２

２ｅ
ｍｈ

ε
２（１－ρ＊）

ｅ　ｍ（τ－ｔ－θ）‖‖
２＋

２ｋ
２

１

ε
２ ｜Ω｜＋

αε
２

２ ＋
２
ε
２ｅ
－ｍ（ｔ－ｈ）∫

ｔ－ｈ

τ
ｅ　ｍｓ‖ｇ（ｓ，ｔ）‖２ｄｓ． （１１）
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由于ｙ（ｔ） ‖ν‖２－ε‖Ｄｍｕ‖２＋４‖Ｄｍｕ‖４－８＋ε
２

２  ‖ν‖
２＋‖Ｄｍｕ‖４－８＋ε

２

２
．因而，由（１１）式

可得

‖ν（ｔ＋θ）‖２＋‖Ｄｍｕ（ｔ＋θ）‖２ ８－
ε
２

２＋
ｅ　ｍ（τ－ｔ－ｈ）ｙ（τ）＋

２ｈｋ
２

２ｅ
ｍｈ

ε
２（１－ρ＊）

ｅ　ｍ（τ－ｔ－ｈ）‖‖
２＋

２
ε
２ｅ　
ｍ（ｔ－ｈ）∫

ｔ

－∞
ｅ　ｍｓ‖ｇ（ｘ，ｔ）‖２ｄｓ＋

２ｋ
２

１

ε
２ ｜Ω｜＋

αε
２

２
．

　　由Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法可知：对ｔ∈Ｒ，问题（１）在空间Ｈｍ
０ ×Ｈ 中有解（ｕ，ν）且解（ｕ，ν）连续依赖于初值，于

是问题（１）产生了一个过程Ｕ．记Ｒ２（ｔ）＝
２ｋ

２

１

ε
２ ｜Ω｜＋

αε
２

２ ＋８－ε
２

２＋
２
ε
２ｅ
－ｍ（ｔ－ｈ）∫

ｔ

－∞
ｅ　ｍｓ‖ｇ（ｘ，ｔ）‖２ｄｓ．因而

存在ＴＤ ｈ使得‖Ｕ（ｔ，ｔ－ｓ）‖
２Ｒ２（ｔ），ｔ∈Ｒ，ｓＴＤ．这表明球Ｂ（０，Ｒ（ｔ））ＤＨｍ，Ｈ

是过程Ｕ（ｔ，

τ）的拉回吸引集．

引理２　若假设条件（Ｈ１）－（Ｈ２）成立且ｇ（ｘ，ｔ）∈Ｈｍ
０，（，


ｔ
）∈Ｈ２　ｍ ×Ｈｍ

０ 则问题（１）的解（ｕ，ν）满

足（ｕ，ν）∈Ｌ∞（［τ，＋∞］；Ｈ２　ｍ ×Ｈｍ
０）．

证明　用 （－Δ）ｍν＝（－Δ）ｍ
ｕ
ｔ＋ε

（－Δ）ｍｕ与问题（１）中的第一个方程在Ｈｍ
０ 中作内积，有

（
２　ｕ
ｔ　２
＋（－Δ）ｍ

ｕ
ｔ＋‖

Ｄｍｕ‖２（－Δ）ｍｕ，（－Δ）ｍν）＝（ｇ（ｘ，ｔ）＋ｆ（ｔ，ｕ（ｔ－ρ（ｔ））），（－Δ）
ｍν）．（１２）

由（Ｈ１）可知 （ｆ（ｔ，ｕ（ｔ－ρ（ｔ））），（－Δ）
ｍν）

ε
２

４‖
Ｄｍν‖２＋

ｋ
２

２

ε
２‖ｕ（ｔ－ρ（ｔ））‖

２＋
ｋ
２

１

ε
２｜Ω｜，并结合上式

以及Ｙｏｕｎｇ不等式和Ｐｏｉｎｃａｒｅ不等式，（１２）式可化为

１
２
ｄ
ｄｔ
［‖Ｄｍν‖２＋（‖Ｄｍｕ‖２－ε）‖Ｄ２　ｍｕ‖２］＋［（１－ε

２

２
）λｍ１ －ε－ε２］‖Ｄｍν‖２＋

（－
１
２
ｄ
ｄｔ‖Ｄ

ｍｕ‖２－ε
２

２λ
ｍ

１

－ε２＋ε‖Ｄｍｕ‖２）‖Ｄ２　ｍｕ‖２ 

ｋ
２

２

ε
２‖ｕ（ｔ－ρ（ｔ））‖

２＋
ｋ
２

１

ε
２｜Ω｜＋

１
ε
２‖ｇ（ｘ，ｔ）‖

２． （１３）

由引理１可知 ‖Ｄｍｕ‖２－ε＞０且（１－ε
２

２
）λｍ１ －ε－ε２ ＞０．

假设存在某一个正数Ｃ使得Ｃ－（
１
λ
ｍ

１

＋２）ε＞０，则

－
ｄ
ｄｔ‖Ｄ

ｍｕ‖２－ε
２

λ
ｍ

１

－２ε２＋２ε‖Ｄｍｕ‖２ Ｃ（‖Ｄｍｕ‖－ε）＞０． （１４）

在［τ，ｔ］上，对（１４）式利用Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式，可得

ε＜ ‖Ｄｍｕ‖２  ‖Ｄｍ
‖

２ｅ（２ε－Ｃ）（ｔ－τ）＋（Ｃε－ε
２

λ
ｍ

１

－２ε
２）／（Ｃ－２ε）．

　　当ｔ→＋∞ 时，由Ｃ－（
１
λ
ｍ

１

＋２）ε＞０可得ε＜ ‖Ｄｍｕ‖２（Ｃε－
ε
２

λ
ｍ

１

－２ε
２）／（Ｃ－２ε）．由引理１可知

‖Ｄｍｕ‖２ 有界，这表明假设（１４）式成立，于是（１３）式可变形为

ｄ
ｄｔｚ
（ｔ）＋α０ｚ（ｔ）

２ｋ
２

２

ε
２ ‖ｕ（ｔ－ρ（ｔ））‖

２＋
２ｋ

２

１

ε
２ ｜Ω｜＋

２
ε
２‖ｇ（ｘ，ｔ）‖

２，

其中α０＝ｍｉｎ｛（２－ε２）λｍ１ －２ε２－２ε，Ｃ｝，ｚ（ｔ）＝‖Ｄｍν‖２＋（‖Ｄｍｕ‖２－ε）‖Ｄ２　ｍｕ‖２．选取足够小的
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ｍ ＞０使得ｍ－α０＋
２ｋ

２

２ｅ
ｍｈ

λ
２　ｍ

１ε
２（１－ρ＊

）
＜０，有

ｄ
ｄｔ
［ｅ　ｍｔｚ（ｔ）］ （ｍ－α０）ｅ　ｍｔｚ（ｔ）＋ｅ　ｍｔ［

２ｋ
２

２

ε
２ ‖ｕ（ｔ－ρ（ｔ））‖

２＋
２ｋ

２

１

ε
２ ｜Ω｜＋

２
ε
２‖ｇ（ｘ，ｔ）‖

２］．

对上式在［τ，ｔ］上积分，有

ｅ　ｍｔｚ（ｔ）ｅ　ｍτｚ（τ）＋（ｍ－α０）∫
ｔ

τ
ｅ　ｍｓｚ（ｓ）ｄｓ＋

２ｋ
２

２

ε
２∫

ｔ

τ
ｅ　ｍｓ‖ｕ（ｓ－ρ（ｓ））‖

２ｄｓ＋

２ｋ
２

１

ε
２∫

ｔ

τ
ｅ　ｍｓ｜Ω｜ｄｓ＋

２
ε
２∫

ｔ

τ
ｅ　ｍｓ‖ｇ（ｘ，ｓ）‖２ｄｓ． （１５）

记ｒ＝ｓ－ρ（ｓ），由（８）式可得

∫
ｔ

τ
ｅ　ｍｓ‖ｕ（ｓ－ρ（ｓ））‖

２ｄｓ
ｅ
ｍｈ

１－ρ＊
ｅ　ｍτ‖‖

２＋
ｅ
ｍｈ

λ
２　ｍ

１
（１－ρ＊）∫

ｔ

τ
ｅ　ｍｒ‖Ｄ２　ｍｕ（ｒ）‖２ｄｒ． （１６）

把（１６）式代入到（１５）式，可得

ｅ　ｍｔｚ（ｔ）ｅ　ｍτｚ（τ）＋（ｍ－α０＋
２ｋ

２

２ｅ
ｍｈ

λ
２　ｍ

１ε
２（１－ρ＊）

）∫
ｔ

τ
ｅ　ｍｓｚ（ｓ）ｄｓ＋

２ｋ
２

１

ｍε
２｜Ω｜（ｅ　

ｍｔ－ｅ　ｍτ）＋

ｅ
ｍｈ

１－ρ＊
ｅ　ｍτ‖‖

２＋
２
ε
２∫

ｔ

τ
ｅ　ｍｓ‖ｇ（ｘ，ｓ）‖２ｄｓ．

由ｍ 的假设ｍ－α０＋
２ｋ

２

２ｅ
ｍｈ

λ
２　ｍ

１ε
２（１－ρ＊

）
＜０可得对 ｔτ有

ｚ（ｔ）ｅ　ｍ（τ－ｔ）ｚ（τ）＋
２ｋ

２

１

ｍε
２｜Ω｜（１－ｅ　

ｍ（τ－ｔ））＋
ｅ
ｍｈ

１－ρ＊
ｅ　ｍ（τ－ｔ）‖‖

２＋
２ｅ

－ｍｔ

ε
２∫

ｔ

τ
ｅ　ｍｓ‖ｇ（ｘ，ｓ）‖２ｄｓ．

用ｔ＋θ代替上式中的ｔ，有

ｚ（ｔ＋θ）ｅｍ（τ－ｔ－θ）ｚ（τ）＋
２ｋ

２

１

ｍε
２｜Ω｜（１－ｅ

ｍ（τ－ｔ－θ））＋
ｅ
ｍｈ

１－ρ＊
ｅｍ（τ－ｔ－θ）‖‖

２＋
２ｅ

－ｍ（ｔ＋θ）

ε
２ ∫

ｔ

τ
ｅｍｓ‖ｇ（ｘ，ｓ）‖２ｄｓ

ｅ　ｍ（τ－ｔ－θ）ｚ（τ）＋
２ｋ

２

１

ｍε
２｜Ω｜＋

ｅ
ｍｈ

１－ρ＊
ｅ　ｍ（τ－ｔ－θ）‖‖

２＋
２ｅ

－ｍ（ｔ＋θ）

ε
２ ∫

ｔ

τ
ｅ　ｍｓ‖ｇ（ｘ，ｓ）‖２ｄｓ．

设α１＝ｍｉｎ｛１，‖Ｄｍｕ‖２－ε｝，则

‖Ｄ２　ｍｕ（ｔ＋θ）‖２＋‖Ｄｍν（ｔ＋θ）‖２ ｚ（ｔ＋θ）
１
α１
ｅ　ｍ（τ－ｔ－θ）ｚ（τ）＋

２ｋ
２

１

ｍα１ε
２｜Ω｜＋

ｅ
ｍｈ

α１（１－ρ＊）
ｅ　ｍ（τ－ｔ－θ）‖‖

２＋
２ｅ

－ｍ（ｔ＋θ）

α１ε
２∫

ｔ

τ
ｅ　ｍｓ‖ｇ（ｘ，ｓ）‖２ｄｓ

１
α１
ｅ　ｍ（τ＋ｈ－ｔ）ｚ（τ）＋

２ｋ
２

１

ｍα１ε
２｜Ω｜＋

ｅ
ｍｈ

α１（１－ρ＊）
ｅ　ｍ（τ＋ｈ－ｔ）‖‖

２＋
２ｅ

ｍ（ｈ－ｔ）

α１ε
２∫

ｔ

－∞
ｅ　ｍｓ‖ｇ（ｘ，ｓ）‖２ｄｓ．

记Ｒ２１（ｔ）＝
２ｋ

２

１

ｍα１ε
２｜Ω｜＋

２ｅ
－ｍ（ｔ＋θ）

α１ε
２∫

ｔ

－∞
ｅ　ｍｓ‖ｇ（ｘ，ｓ）‖２ｄｓ，则上式表明存在Ｔ′Ｄｈ，使得

‖Ｕ（ｔ，ｔ－ｓ）‖
２ Ｒ２１（ｔ），ｔ∈Ｒ，ｓＴ′Ｄ．

从而引理２得证．
由引理１和引理２可知，过程Ｕ 是一致有界的．又由Ｓｏｂｏｌｅｖ空间的嵌入可知Ｈ２　ｍ ×Ｈｍ

０ →Ｈｍ
０ ×Ｈ 是

紧嵌入，这就说明问题（１）的拉回吸引集是紧的，因而问题（１）产生一个拉回吸引子，于是由定义３可以得到

的定理１．
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定理１　若关于ｆ的假设（Ｈ１）－（Ｈ２）成立且ｇ（ｘ，ｔ）∈Ｈｍ
０，则问题（１）在Ｈ２　ｍ ×Ｈｍ

０ 中有拉回吸引

子Ａ^．

３　结束语

本文首先得到Ｈｍ
０ ×Ｈ 中整体解的存在性，然后由ｓｏｂｏｌｅｖ空间的紧嵌入性验证了初边值问题所产生

的过程是紧的，最终得到了带时滞项的强阻尼波方程的拉回吸引子的存在性．但是，该初边值问题的惯性流

形是否存在呢？如果区域变成无界区域，吸引子是否存在呢？如果该初边值问题不仅有时滞项，还带有随机

项，那吸引子是否存在呢？这些问题还有待于进一步研究和解决．
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