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摘 要 ：研究了一类分数阶多时滞的混沌系统的同步．根据分数阶时滞系统的稳定性的理论，利用一个非线性 

控制器，结合 Laplace变换 ，使得两个混沌系统达到同步，并给出了数值结果验证了理论的正确性． 

关键词 ：分数阶；多时滞；混沌；同步 

中图分类号 ：O175 文献标志码：A 

自从美国麻省理工学院教授洛伦兹研究混沌以来，混沌由于它确定的但不可预测的运动状态而成为了 

非线性科学领域的热门课题．虽然科学家给出了混沌的多种科学定义，但证明系统是混沌的确是不易的．即 

使这样，这也并不妨碍混沌学在实际生活中的应用． 

分数阶微积分是微积分的一个分支，自今已有 300多年的历史．分数阶导数是一种广义上的导数，它包 

括了经典的整数导数．分数阶系统的动力行为较整数阶更为复杂，由于具有非局限特性，可以更好描述具有 

历史依赖性的发展过程，是现如今方程研究领域的重要课题之一．过去的几十年中，人们将分数阶理论越来 

越多的应用到应用科学领域，如热学、声学、电气化学、流体学以及高分子学等，也逐渐将分数阶发展到控制 

领域 ]．由于混沌同步在保密通信中的应用，所以分数阶混沌系统的同步也受到很多学者的关注．如文献 

[5]研究了分数阶混沌系统的混合投影同步；文献[-6-]研究了分数阶混沌系统的广义投影同步；文献[73研究 

了分数阶混沌系统的函数投影同步；文献E8l研究了分数阶混沌系统的滞后投影同步．但是对于分数阶时滞 

系统的同步研究很少．文献[9]研究了分数阶时滞混沌系统混合投影同步．本文研究了较一般形式的分数阶 

时滞系统，具有多时滞，且系统矩阵为非单位阵．由于具有时滞项和非时滞项共存，所以不能直接运用文献 

[10]的结果，结合 Laplace变换，给出了同步理论．本文给出的模型更加一般，结论更加优化，这样则减少了 

控制的成本及不必要的控制． 

1 预备知识 

Caputo分数阶导数当o<a<1时的定义为： D； ( )一 吾 告dr，(￡。<￡)，其中I1(*) 
是 Gamma函数．当 0< 口< 1时，Caputo分数阶导算子的 Laplace变换为：L[￡D z( )]一 X(s)一 

r+∞ 

x(t。)，其中，x(s)一L[-x(t)]，L( (￡))一 I e～f(t)dt． 

考虑如下分数阶时滞驱动系统 ： 

l『cD z( )一 ( )+＆(￡一r)+F(z(￡)， ( 一r))， (1) 
l (￡)= ( )，t E [一f，O]， 

其中 z(￡)一 (z1(￡)， 2(￡)，⋯ ， (￡)) E R”，x(t—r)一 (1zl( 一r1)，z2(￡一r2)，⋯，z ( 一 )) E R”是状 

态变量；0<a<1表示分数阶微分方程的阶数；F：R孙一 是连续的向量函数； >0表示方程的时滞；f— 

max{r ，r ，⋯， }； ( )表示时滞方程所给定的初值．取响应系统： 
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f D ( )一 (￡)+By(￡一r)+G( ( )，y(t—r))+U， ⋯ 

l (￡)一声(￡)，t E [一f，o]， ⋯ 

其中 (￡)一 ( 1(￡)， 2(￡)，⋯，y (￡)) ∈R ，y(t—r)一( 1(￡一r1)，y2(￡一rz)，⋯， (￡一 )) ∈R 是状 

态变量；G：R 一 是连续的向量函数；声(￡)表示时滞方程所给定的初值；己，=(“ ， ， “， )是上述方 

程 的控制器 ，它将决定该 响应系统能否与驱动系统达到投影同步． 

系统(1)和系统(2)之间的误差状态向量可以写成：P( )= ( )一Cx( )，其中， ( )一(P (￡)，e。( )，⋯， 

e (￡)) ∈ R ，C — diag(c1，C2，⋯ ，C )． 

定义 1 如果存在控制器 己，，使得lira I l P(￡)『l— lira I l ( )一cz(￡)I I一0，则称驱动系统(1)和响 

应系统(2)是混合投影同步的；若 C—I，即lira f l e(￡)I l— lira I f ( )一3c(t)l l一0，则称驱动系统(1)和 

响应系统 (2)是完全同步的． 

对于系统(1)与(2)之间的完全同步，考虑取如下非线性的控制器： 

U — Ke(￡)+ F(z( )，x(t— f))一 G( (￡)，y(t— r))， (3) 

其中，K—diag(k ，是z，志。，⋯尼 )E R椒 是一个反馈增益矩阵．根据(1)、(2)和(3)可以得到下列的误差系统i 

。D e(￡)一 (A + K)8( )+ Be( 一 r)， (4) 

其中，e(t—r)一 (81( —r1)，e2(￡一r2)，⋯，e (￡一r )) ∈R”． 

对于系统(1)和(2)之间的混合投影同步，鉴于对角矩阵乘积的可交换性，取A，B为对角矩阵．令控制器 

为 

U — Ke(￡)+ CF(z( )，x(t— r))一 G( (￡)，y(t— f))， (5) 

由(1)、(2)和(5)可 以得到下列的误差系统 ： 

D：e(￡)一 (A+ K)8(￡)+ Be(￡一 r)． (6) 

于是，系统(1)、(2)之间的完全同步或混合投影同步问题，就转化为误差系统(4)或(6)是否稳定的问题． 

2 同步理论 

不妨设 A+K—K 一 (尼 ) ，B一( ) ，把(4)写成带初值形式， 

f。D e( )一 (A+ K)e( )十 Be(￡一r)， 
f (7) 

【e( )一 (￡)，t E [一f，0]， 

其中妒(￡)一 ( ( )， z( )，⋯， ( )) ．对(7)两边进行 Laplace变换得到： 

E(s)一 s。一 (0)一 KE(s)+ BL( ( 一 r))， 

其中，E(s)一 L(e( ))，令 B一 (6”(exp) ) ，则 

E(s)一s (o)一KE( )+BE(s)+B I(exp) ( )d￡． 

其中 ex “ 一(L(ex “ 舢￡， (ex “ ．．，l(eXp) ㈤d￡)T．则 
( J—K—B)E(5)一B I (exp) ( )dt+ (o)， 

即(Sa 一 一豆)( (s))一 (豆I (exp)一 ( ) +Sa 1 (o))． 

当 det(s。_r—K—B)一0所有的根 S都具有负实部时，由终值定理知lira P( )=== lirn sE(5)一 0． 

即可以得到下列定理． 

定理 1 如果det(s J—K—B)一0的所有的根都只有负实部，则系统(4)或(6)的零解是渐近稳定的． 

根据文献[8]，可以得到下列推论． 

推论 1 如果矩阵A+B所有的特征根 都满足 l arg(2)1> ，且方程det(snj一 一豆)一0对于任 

意的 t> 0没有纯虚根 ，则系统(4)或(6)是稳定的． 
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定理 2 若A，B同时是上(下)三角矩阵，且当k <一(n +J b J)( 一1，2，3，⋯，72)成立时，驱动系统 

(1)和响应系统(2)在 U = Ke( )+F(z( )，x(t—r))～G( ( )，y(t—r))控制下是完全同步的． 

证明 当A，B同时是上(下)三角矩阵时，假设 是A+B所有的特征根，则易知 一悬 +a +b ，i一 

(1，2，⋯，，2)，即知，当kf<一(口 +b )时， < 0． 

同样很容易得到：det(saI一 一亘)：_r_r( 一日 一k —b e一 )一0，假设 存在纯虚根使得上式成立， 

不妨设为 s—wi—j W J(cos(n／2)+isin(±n／2))(叫是实数)，贝0 5 一口 一是 一b e- 一0，i一1，2，⋯， ， 

即得 1 W I。(cos(a丌／2)+isin(~dn／2))一a —kf～bd[cos(wr )一isin(wr )]一0 

把实部和虚部分离，即得 

f J I。cos(an／2)一口 —k =bdcos( )， 

l I W I sin(±a7c／2)一一b sin(wrf)． 

通过计算 ，得到 

I W f 一2(口 +忌 )cos(an~2)I W } + (口d+ ) 一b：一 0． (8) 

由于 I W l > 0，令 厂(z)一 一2(n +k )cos(a~／2)x+(a +k ) 一 ，所以要使得(8)式无解只需 

一  < o
，

或 > o 
， 

I厂(0)> 0 l△一 [2(n +是 )cos(a~／2)] 一4[(n +忌 )。一 ]< 0 

很容易得到 ①6 > 0，k <一(口 +b )，②6 <0，k <一(口 一b )都满足忌 <一(口 +b )和(9)．易知当 

b ===0时，当 k <一a 系统(4)也是渐近稳定的，即当k <～(口 +J b 1)时，驱动系统(1)和响应系统(2) 

是完全同步的． 

定理3 若存在非奇异实矩阵P，使得A—P A P，B—P B P，其中A 一 (n ) ，B ===(6 ) 为 

上 (下)三角矩阵 ，且令 k 一 k。一 ·一 居 =七，当 k< rain {一 (n +I b J))时 ，驱动系统 (1)和响应系 

统 (2)在 U — Ke( )+F(z(￡)，x(t— r))一G( ( )，y(t—r))控制下是完全同步的． 

证明 考虑误差系统(4)：。DI e( )一 (A+K)P( )+Be(￡一r)，根据定理 3的条件上式可以写成： D7 

e( )一 (P A P + kI)8(￡)+ P B Pe(￡一 r)，即 

。D [ (￡)]===(A P+kP)P(￡)+B Pe(t—r)， (10) 

令 (￡)一 Pe( )，则 2(t—r)一 Pe( 一r)，则(10)可化为 

DI牙(￡)一 (A + kI)2(t)+ B'2( 一 r)， (11) 

由定理 2知，当k< rain{一(n +I b I))时，(11)是渐近稳定的，即lira ll 20) 一0(本文中范数是 

l_一 )，则 ll e(￡)lI一 = F 一 两 ． 

由于 P非奇异 ，则 (P ) P 是 正定阵 ，不妨假 设 (P1) P 的特 征根为 工 ，工 ，⋯， 且 0< 

工 ⋯ 工 ，根据二次型的理论知： z (￡) ( ) (￡)(P一 ) P一 z(￡) 2 (￡)z( )，则 _『I乏( )ll 

IJ ( )}J ( )JI，由夹逼定理知：lira }J P( )ll— lira ~／ 万而 一0． 

利用类似的方法，可以得到定理 4． 

定理4 若A，B同时是对角矩阵，且当是 <一(口 +1 b I)( 一1，2，3，⋯，n)成立时，驱动系统(1)和响 

应系统(2)在 U—Ke(￡)+CF(z( )，x(t—r))一G( (￡)，y(t—r))控制下是混合投影同步的． 

注 当定理 4中的A，B都为单位矩阵时，此时的系统为文献[9]所讨论的系统，由文献E9]知，当k < 
一

1—1／sin2(觚／2)时，系统(1)和(2)达到混合投影同步；而对于此类系统，由本文的定理4知，当志 <一2时， 

系统(1)和(2)就可以达到混合投影同步，因此，扩大了使系统同步的反馈增益矩阵取值范围，优化了所得结论． 

3 数值模拟 

利用文献[11]中的分数阶时滞Chen系统作为驱动系统，用文献[12]中的Liu分数阶时滞系统作为响应 

系统来进行数值模拟．取驱动系统为： 
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fD z1(￡)一 (z2(￡)一 1(￡一 ))， 

JD z 2( )=(c—n)z1 — —z10)x3(t)+cx 2(t)， (12) 

lz( )一z(0)， ∈[一r，0]， 
其中 ( )一(z (￡)， 2( )，z。( )) 是状态变量，a∈(O，1)，口，b yc>0．由文献[9]知当a=0．97，r一0．005， 

(n，b，c)一 (35，3，27)，z(0)一 (0．2，0，0．5)时，该系统出现混沌现象．将驱动系统写成系统(1)的形式，则 

A =：= 三 B— “i Obl,F=『cc—n 兰 。 c z。c ]． 

jD 2(￡) 1( 一r)一 l( )弘( )+“z’ (13) 

其中 (f)一 ( ( )，y (￡)，y ( )) 是状态变量，a∈ (0，1)， ， ，7> o．由文献Elo]知，当a一 0．92，r一 

0．005，( ， ，)，)一(10，40，2．5)， (0)=(1．2，2．4，11)时，该系统出现混沌现象．将驱动系统写成系统(2)的 

G===f—cy z( )+ 1( ～f)一y1(t)y3(￡)I． 

通过上文所说的控制器U—Ke(f)+F—G控制可以得到误差方程} 

。D：e( )一 (A + K)P( )+ Be(￡～ f)． 

通过定理 2，可以令 K===diag(--a一1，一c—l，一b一1)，能使得系统(1)和(2)达到完全同步． 

t／s 

0 

— 2 

— 4 

～

6 
-

8 

1O 
～ 12 

图l误差时间序列 

令 n，b，c的参数值为系统(12)出现混沌的参数值，可取(n，6，f)一(35，3，27)，吐一0．97，r：0．005，取初 

值为(1，2，一1O．5)，则可以得到误差方程的时间序列图，见图 1． 
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从图 1中可以看出(12)与(13)的误差系统很快趋近于 0，即(12)与(13)达到完全同步． 

4 结 论 

本文研究了两个分数阶多时滞的混沌系统的同步问题．通过分数阶时滞方程的稳定性理论，利用非线性 

控制器，结合 Laplace变换，给出了多时滞系统在系数矩阵具有不同形式下的完全同步或混合投影同步的充 

分条件，所得到的结论更为优化，所研究的模型更一般化． 
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SynchrOnizati0n of Fractional Order Chaotic Systems with M ultiple Time Delays 

LIANG Song，ZHANG Yunlei，WU Ranchao 

(School of M athematics，Anhui University，Hefei 230601，China) 

Abstract：Synchronization of a class fractional order chaotic systems with multiple time delays is investigated in this pa— 

per．According to the stability theory of fractional order systems with delays，by using a nonlinear controller，combined with 

Laplace transform，two different fractional order chaotic systems with multiple time delays are controled to realize complete 

synchr0nization or hybrid projective synchr0nization．The corresponding numerical results show effectiveness of the scheme． 

Keywords：fractional order；multiple time delays；chaos；synchronization 


