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摘 要 ：设(A，C，5fI)，(A ，C ， )为两偏缠绕结构，给定 ：A—A 和y：c—c ．引．AN个偏缠绕模范畴 ( ) 

和 ( ) 的导出函子 F，并证明此导出函子 F有右伴随函子：G： ( ) 一 ( ) ．最后，引入偏正规化余积分 0： 

c—A A的概念并证明了偏缠绕模范畴的 Maschke型定理，也就是说，假设存在偏正规化余积分，给定 ( )中态 

射 厂：M—N，则有当单(满)态射 _厂看作 余模态射可分裂时，必有单(满)态射 ，在 ( )中可分裂． 
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在本文中，假设 k是一个域，有关 Hopf代数以及范畴方面的内容可参见文献[1—3]． 

群的偏作用是由文献I-4]在研究 Hilbert空间上算子代数时引入的，偏群作用在研究 Hilbert空间偏等 

距生成的C 代数时是一个强有力的工具，此概念的发展经历了交叉积_5 和偏表示_6 的研究阶段，最终成为 

环论中一个独立的分支．文献E7]借助偏缠绕结构的概念引入了偏 Hopf作用．决定函子是否可分是一个非 

常棘手的问题，常用的判别准则是 Rdael定理 ]．给定一个缠绕结构(A，C， )，自然得到缠绕模范畴 ( ) 

到右A_模范畴 ( )间的忘却函子F，在讨论忘却函子 F的可分性时，文献1-9]引入A_积分概念，证明了A_ 

积分的存在性是刻画忘却函子 F是否可分的标准．受文献E9]的启发，郭双建和王栓宏 。。对偏缠绕模进行了 

研究，刻画了忘却函子F： ( )一 ( )的可分性．继续对偏缠绕模进行研究，引人两个偏缠绕模范畴之间 

的导出函子，并证明此导出函子有右伴随函子．最后，作为应用引入正规化余积分的概念，并证明了偏缠绕模 

范畴的 Maschke型定理． 

1．预备知识 

定义 1 设C为k上的余代数，A为k上的代数，设 为k～线性映射 ：C O A—A o C，满足下列条件： 

1)对任意的a，b∈A和C∈C， 

(ab) c — n 6 c仰 ； 

2)对任意的a∈A和d∈C， 

d L
， 

dT1) d (2)一 a ?1) }2)； 

3)对任意的 c∈ C，a∈A， 

e(c )。。一 e(c)a． 

则二元组(A，C， )称为右 一右偏缠绕结构，记为(A，C) ．映射 称为偏缠绕映射．对任意的c∈C和n∈A， 

记 (f O n)一∑＆ c ． 

给定一个右 一右偏缠绕结构(A，C) ，则可以得到一个右(A，C) 模范畴 ( ，称向量空间M为 ( ) 
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中的对象，如果存在结合 肛线性映射乒：M A— M和忌一线性映射 M：M一 C(称为在M上的偏C．余 

作用)满足下列条件： 

(C1)(M，声)是右 A_模； 

(C2)对任意的 m E M， 

[o][0] 铆o][1]o ；mE1]一mM · o [1](1) o mE1](2] ； 

(C3)对任意的m E M 和a E A， 

采用下列符号：对任意的m E M， ( )一嘶o] [ ]．在 ( )中两个偏缠绕模 M和N之间的同态 

厂：M— N既是右A 线性映射又是右C一余线性映射，即满足：f(m)Eo]o f(m)E ]===f(mE。]) rn[ ]． 

定义2 设 ， 为两个范畴，F：C— D为双函子．注意到两个共变函子 

Homc(·，·)：Cop×C— Sets，HomD(F(·)，F(·))：C × C— Sets 

和一个 自然变换 

Homc(·，· ． HomD(F(·)，F(·))， 

称 F是可分的，如果 是可分裂的．假设 F：C— D存在右伴随函子G：D— C，设 77：1c— GF， ：FG一 1。为 

(F，G)的单位与余单位． 

Rafael's定理 设 G：D—C为F：C— D的右伴随函子．则 F是可分的当且仅当'7可分裂的，也就是存 

在自然变换 u：GF一 1 使得u。刁为C上的恒等自然变换． 

2 导出函子 

定理1 给定两个偏缠绕结构(A，C， )和(A ，C ， )，假设存在线性映射a：A—A 和’，：C—C 分别为 

代数和余代数同态，且满足：对任意的C E C，a E A， 

口(n )o y(c )：a(＆) ’，(c) ， (1) 

则定义函子 F： ( ) 一 ( ) 如下： 

F(M)=M o A ， 

这里A 的左A一模是由a诱导出的，F(M)上的偏缠绕结构为：对任意的n ，b E A ，m E M， 

(m Aa )·b ===m Aa b ， 

PF(M)( oA口 )一mEo] A。 y( [1]) ， 

称 函子 F为导出函子． 

证明 为了证明 M nA 为M( ) 中的对象，只需证 M A 满足条件(c2)～ (c4)．即注意到 

M A 显然满足条件(C4)．下证 M⑧ A 满足(c2)和(C3)．取m∈M，a ，b E A ，则有 

PF( (( oAn )·br)一 [0] A(n⋯b) 7(m[1I) 一 [o]oAn b 7(m[1]) 一 

(mE0] An Eo3)·b1 o ()，( [1])·n [1]) ， 

即(C3)成立．对于(c2)，对任意 m E M，口 ∈A ，便有 

10}(蚴( ~Aa )：==帆0][0]oA口 ， 7(mEo][1]) o 7(mc1]) === 

mEo]·1A A“ P，o y( }1]1) y( f1]2 一 

m[o] Au(1A )。 ，o 7(m}1]1) o )，(删 ) 一 

m[0] A ，口 ， 7(mE1]1) y( Ⅲ2) 一 

mEo] An ，O y( [1]1) 7(mc1]2) === 

[0] A ∥1 ， (7(mE1]) )l (7(me1]) )2 一 

(mEo] A口 )·1A (y(m[1]) )1 o ()，(m[1]) )2 ． 

定理 2 如定理 1假设，则导出函子 F有右伴随函子：G： ( ) 一 ( ) 定义如下：对任意 M ∈ 

( ) ， 

m 

M 

m 

一 

口 ． 

． 

m 

m = 

M
P  

M 

∈ 

m 

的 

意 

任 
对 

C 
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G( )一-~ Dc—C一 {m ·a(L )o c }， 

这里 m c∈ C满足下列条件： 

m 。]·a( ) 1] ===m a(13 ) Y(q) c2 ． (2) 

G( )上的结构映射为：对任意的n∈A，m E ，c∈C， 

f (M )( ·a(1a~) )：m G(IA )o f cz ， 

【(m ·a(1A，) )·口一m ·a(a )o c ． 
证明 首先证明G(M )为 ( ) 中的对象．容易验证 G(M )为右 C-余模．为了证明M为右A一模，需 

要证明 m ． (n ) ∈ ，V n E A．事实上， 

(优 ·a(口 ))[o]·口( ) (m ·a(a ))[1] c 一 

优 a(a ) (1a ) 1] 。 ：== 

优 o]·a(a )a(1a
。  
)o 优 1] c仰=== 

m ro]·a(1A
，

)口(n ) m [1] c仰 ： 、 

m ·a(1A )d(n ) r(c1) o c2 = 

m ·a(口 )a( ) r(c1) f2仰一 ＼ 
m ·a(n )a( ) y(( )1) ( )2 ． 

接着证明G为F的右伴随．取 M E ( ) ，定义 rim：M — GF(M)= 如下：对任意的 

7，z∈ M ， 

( )一 M A口( )o m[1 

对任意的n∈A，便有 

伽(m．口)一(m·n)ro_ Aa( )o ( ·口)[1] ：==m[o]·口 oA口(1A )o 帆1] 一 

[。] A口( )a(1A ) [1] 一 嘲 Aa(1a )d(n ) [1] 

(me。] Ao／(13 ) re[1] )·n， 

(yM idc)。pM(m)一 m10][。] Aa(1A ) [0][1] In[1]一 [。]·1 ∥ Aa(1A ) 

[1]1 m[1]2=：：mE。]oAa(11 ，13 ) [1]1 [1]2一 

m[o] Aa( ) mE1]l m[132一 lDGF(M]。 (m)． 

即证明了 伽 E ( ) ． 

取 M E ( ) ，定义 ：FG( )一 ，这里 

(( ·a(1A．) ) Aa )一 8．c(c)m ·口 ． 

注意到 是A 一线性的．下面验证 是C 一余线性的．事实上， 

( o ／d )。(PFG ))( ·a( ) )o n )= (( ·a(1A ) c ) 口 ) 

7(c2 )=== ·a(1 )口 r(c ) ， 

把 o ec作用到等式(2)两边上，可得 

·口(1 )O y(c )一e(f) 0]·a(1a ) mE1] = 

￡(f) 0]·a(1 )o _1] ， 

利用上面等式可以推出 
， 

m ．口(1A
， 

)口 y( )∥一￡(c) 。]·卢( ～) _1] ===e(c)m _0_。1A “ rr 

一e(c)m 。]·口 m D] ===pM 。 ((m a(1A ) c )oAn )， 

常规计算可以证明 刁， 均是自然变换，且满足如下关系 

G( )· (’ )一 ，， ( 。F(rlM)一 J， 

对所有的M E ( ) ， E ( ) ． 

注记 1 考虑偏缠绕结构(志，C)及同态 ／d。和 ：k—A ．则范畴 ( ) 是C一余模构成的范畴，导出函 

子G就是忘却函子．由定理2可知，F(M )=M oA其上的偏缠绕模结构为：对任意的口E A ， E ( )。， 
( 口 )．b = w1 a'b ， 
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PF(MJ(m n )一m_。1 a o m ]． 

注记 2 考虑偏缠绕结构(A，愚)及同态 ／d 和￡ ：C一 是．则范畴 ( ) 是A一模构成的范畴，导出函子 

F就是忘却函子．由定理 2可知，G( )一 一 { ·1̂ }其上的偏缠绕模结构为：对任意的 

E A ， ∈ ( )A， 

pc(M')( ·1A )一m 1a o f1 o c2 ， 

( · 
． 

c )·n= m ·口 c ． 

定义3 设(A，C) 是偏缠绕结构． 线性映射 

：C— A A ， 

称为偏正规化余积分，如果 0满足下列条件(其中 (c)一0 (c) (c)∈A A)： 

1)对任意的C∈C和a∈A， 

0 (c) 0。(c)n一 口 ( ) (c )； 

2)对任意的 c E C， 

0 (c)O2(c)一 ￡(f)1A； 

3)对任意的C E C， 

1 (c(1) ) 0 (c(1) )o c(2) 一1 (c(2) ) 0 (c(2) ) o c(1) ． 

引理1 设(A，c) 是偏缠绕结构，M，N∈ (·)．设M，N∈ ( )，g∈Hornc(N，M)，假设存在偏正 

规化余积分0：C—A A．则罾是范畴 ( )中的态射，其中 

g。N — M ，g(，2)一 g( [o]·0 (nE1]))·0 ( [1])． 

证明 欲证罾是右A一模同态，对任意的n∈N和n∈A，可得 

g(n·n)一 g((nEo]·n )·0 ( f1]))·0 ( }1])一 

g((hEo])·0 (hE1]))·0。(hE1])·a=鸯( )·a． 

对任意的 E N，可得 

lD。g( )一 p(g(nE0]·0 (hE1]))·0z(hE1]))一 g(nE0]· 

0 (ncl~))_o_·0 (nEl~) g(nEo]·0 (nE1]))}1]一 g(nco · 

0 (nE1j) )·0 (nEl~) o ”[0=[1])卿一g(nEo]· 0 ( 2)) )· 

0。( 1](2)) [1](1)) 一 g(nco]·1a
一

0 ( 1](1)))· 

( ( 1](1) )) Ⅲ(2)P= g(nEoj[0_·0 ( 0][1]))· 

0 (nEo][1]) !]一(鸯 idc)。(n)， 

于是 g是右c一余线性的． 

定理3 设(A，C) 是偏缠绕结构，M，N∈ ( )．假设存在偏正规化余积分 ：c—A A
． 给定 ( ) 

中态射 厂：M— N，则有 

1)当单态射 厂看作 C_余模态射可分裂时，必有单态射 厂在 ( )中可分裂； 

2)当满态射 厂看作C一余模态射可分裂时，必有满态射 厂在 ( )中可分裂． 

证明 已知单态射f看作C一余模态射可分裂的，存在 -厂看作C一余模态射g：N—M满足g。f—idM， 

定义肛线性映射毒：N—M如下： 

gg( )===g(nEo]·0 (hE1]))·0 (no1])． 

由引理1可知毒是右A一线性的和右C_余线性，对任意的 ∈M，可得 

g。，( )一 g(，( ))一 g(f(m)E0]·0 (厂( )[1]))·0 (厂( )⋯)一 

g(f(mEo~)·0 ( [1]))·02( [1])一 mE。]·0 ( [1]))·0 ( [1])一m． 

于是 g。
．厂一 idM． 

2)已知满态射 作为C一余模态射可分裂的，存在C余模态射g：N—M满足f。g—id ，定义 线性 

映射如上，由引理1可知毒是右A一线性的和右C_余线性，对任意的 ∈N，可得 

f。g( )一 f(g(n~ol·0 (hE1 )·0。(hE1]))一 (hEo]·0 (hE1]))· (，z[1])一 ． 
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A Maschke Type Theorem of Partial Entwined Modules 

GUO。Shuangj ian ，DONG Lihong 

(1．School of Mathematics and Statistics，Guizhou University of Finance and Economics，Guiyang 550025，China 

2．College of Mathematics and Information Science，Henan Normal University，Xinxiang 453007，China) 

Abstract：Let(A，C， )，(A ，C ， )be two partial entwining structures
． Given ：A— A and)，：c— c ，we deftne an 

induction functor F between the category ( )CA of all partial entwined modules and the category ( ) ，and we prove that 

this functor has a right adjoint G： ( ) —} ( ) ．Finally，we introduce the definition of partial conormalized cointegra1 0： 

c斗AC A and prove a Maschke type theorem f0r the category of partial entwined modules，that is，suppose that there exists a 

partial normalized cointegra1．Then厂：M斗N in ；( )has a section(respectively，retraction)if f has a section(respectively， 

retraction)as a C-comod~le morphism． ， 

Keywords：partial entwined modules；adjoint functor；partial normalized cointegral；Maschke type the0~em 


