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Hartree方程的低正则算法

李雪,李新彤

(天津大学 应用数学中心,天津300072)

摘 要:构建了一种Fourier积分器来求解非线性 Hartree方程,这种指数型积分器是显式的,且可通过快速

Fourier变换实现一阶收敛.通过严格的分析,证明对任意的γ>
d
2
,该格式对于Hγ+1空间中的任何初始数据都提供

了一阶精度.即,固定时间T,存在常数C=C(T,‖u‖L∞ ([0,T];Hγ+1))>0,使得‖un-u(tn)‖Hγ(Td)⩽Cτ,其
中un 为在tn =nτ 处的数值解.
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在这篇文章中,考虑Hartree方程:

i∂tu(t,x)+Δ(t,x)=(|x|-1*|u|2)u(t,x),t>0,x∈Td,

u(0,x)=u0(x),x∈Td,{ (1)

其中Td =(0,2π)d,u=u(t,x):R+×Td →C,u0∈Hγ(Td)(γ⩾0)为给定的初值.非线性Hartree方程在

量子理论中有非常广泛的应用,它描述了量子力学中多玻色子系统场方程的经典极限[1].因此自提出以来就

备受研究者关注,并已经有了大量理论研究成果[2-3]和数值求解方法,包括有限元方法[4-5]、有限差分方

法[6-7]和分割法[8-9]等.
上述数值方法都是基于精确解足够光滑的假设构造的,特别地,经典的StrangSplitting方法要求u0 ∈

Hγ+2 才能获得相应的数值解和真解之间的一阶收敛[10],即一阶精度需有两个导数损失.本文的目标是通过

构造一类新的算法,使其一阶精度所要求的初值正则性更低.本文的算法构造基于指数型积分算法[8].相应

的非线性Schrödinger方程的相关研究可见文献[11-13]及其参考文献.
定义函数φ 如

φ(x)=
ex -1

x
,x≠0,

1,x=0,

ì

î

í

ïï

ïï

并定义泛函

ψ(f)=eiτΔf+iτeiτΔ[|x|-1*(φ(-2iτΔ)􀭺f·f)·f].
给出如下算法,

un+1=ψ(un),n=0,1,…,
T
τ -1,

u0=u0,

ì

î

í

ïï

ïï

(2)

其中un 为u 在t=nτ 时的数值解.主要的定理为:

定理1 设vn 为方程(1)满足格式(2)的解.对任意的γ⩾
d
2
,若u0∈Hγ+1,则数值解(2)满足:给定τ⩾
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0,‖u(tn)-un‖Hγ ⩽Cτ,n=1,…,
T
τ
,其中C=C(‖u0‖Hγ+1,T).

在定理1中,可得到一阶收敛性仅需损失一个导数,因此改进了StrangSplitting等方法获得的结果.

1 预备知识

下面提供一些有用的定义和性质.
使用A≲B 或者B≳A 来表示A⩽CB,对于某些绝对常数C>0.使用A~B 来表示A≲B≲A.
定义<·,·>为L2 内积,

<f,g>=Re∫Td
f(x)g(x)dx. (3)

  函数f 在Td 上的Fourier变换定义为

f̂k =
1
2π∫Td

e-ik·xf(x)dx, (4)

Fourier逆变换为

f(x)=∑
k∈Zd
eik·x̂fk. (5)

Fourier变换常用性质

‖f‖2L2 =2π∑
k∈Zd

|̂fk|2. (6)

(fg)

<

(k)=∑
k1∈Zd

f̂k-k1̂gk1. (7)

Sobolev空间 Hγ(Td),γ⩾0的范数

‖f‖2Hγ(Td)=2π∑
k∈Zd
(1+k2)γ|̂fk|2. (8)

定义算子Js 为

Js =(1-Δ)
s
2. (9)

此外,定义算子 ∇-1

∇-1f
∧
(k)=

(ik)-1̂f(k),当k≠0,

0,当k=0.{ (10)

  文中,将经常应用下面的 Kato-Ponce不等式(简单版本),这最初是由文献[14]证明的,最近在端点

处[15]取得了重要进展.

引理1(Kato-Ponce不等式) 对任意的γ>
d
2
,f,g∈Hγ,有下面不等式成立

‖Jγ(fg)‖L2 ≲ ‖f‖Hγ‖g‖Hγ . (11)

2 收敛性分析

根据Duhamel公式,满足方程的解(1)有如下等式

u(t,x)=u(t0)ei(t-t0)Δ+i∫
t

t0
ei(t-s)Δ(|x|-1*|u|2)u(s)ds.

整理上式可得e-itΔu(t)=e-it0Δu(t0)+i∫
t

t0
e-isΔ(|x|-1*|u|2)u(s)ds.令v(t)=e-itΔu(t)则有

v(t)=v(t0)+i∫
t

t0
e-isΔ(|x|-1*|eisΔv(s)|2)eisΔv(s)ds.

对上式做Fourier变换可得,

v̂k(t)=̂vk(t0)+iC∫
t

t0
∑

k=k1+k2+k3
eis

(|k|2+|k1|
2-|k2|

2-|k3|
2)F􀭵vk1

(s)̂vk2
(s)̂vk3

(s)

(k1+k2)
d-1 ds. (12)
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进一步可得

v̂k(tn+1)=̂vk(tn)+iC∫
tn+1

tn
∑

k1+k2+k3
eis

(|k|2+|k1|2-|k2|
2-|k3|

2)F􀭵vk1
(tn)̂vk2

(tn)̂vk3
(tn)

(k1+k2)
d-1 ds + (̂Rn

1)k. (13)

其中v̂k 为v(t)的Fourier系数,余项Rn
1 将在算法的设计中被舍弃.

令τ=tn+1-tn,并且记ϕ=|k|+|k1|-|k2|-|k3|=2|k1|2+2k1k2+2k2k3+2k3k1=α+β,其中

α=2|k1|2,β=2k1k2+2k2k3+2k3k1.于是有

∫
τ

0
eisΦds =∫

τ

0
eisα+isβds =

1
iα
(eiτα -1)+τ2O(|β|)≜τφ(iτα)+τ2O(|β|), (14)

将(14)式带入(13)式,整理可得:

v̂k(tn+1)=̂vk(tn)+iC ∑
k=k1+k2+k3

eitnϕ

|k1+k2|
d-1F􀭵vk1

(tn)̂vk2
(tn)̂vk3

(tn)τφ(2iτ|k1|2)+ (̂Rn
1)k + (̂Rn

2)k.

(15)
其中,

(̂Rn
2)k =iC ∑

k=k1+k2+k3

1
|k1+k2|

d-1F􀭵vk1
(tn)̂vk2

(tn)̂vk3
(tn)τ2O(|k1||k2|+|k2||k3|+|k3||k1|).

对(15)式逆Fourier变换得

v(tn+1)=v(tn)+iτe-itnΔ[|x|-1*(φ(-2iτΔ)e-itnΔ􀭵v(tn)·eitnΔv(tn)·eitnΔv(tn))]+
Rn
1+Rn

2 ≜Φ(v(tn))+Rn
1+Rn

2.
根据ψ 和Φ 的定义,有ψ(f)=eiτΔΦ(e-iτΔf).忽略Rn

1,Rn
2,得到数值算法(2).

3 定理1的证明

3.1 关于Rn
1 和Rn

2 的估计

引理2 对于Rn
1,在γ>

d
2

时,有以下估计

‖Rn
1‖Hγ ⩽Cτ2‖v‖5Hγ . (16)

  证明 

(̂Rn
1)k =iC∫

tn+1

tn
∑

k=k1+k2+k3
eis

(|k|2+|k|21-|k|
2
2-|k|

2
3)·

F􀭵vk1
(s)̂vk2

(s)̂vk3
(s)-F􀭵vk1

(tn)̂vk2
(tn)̂vk3

(tn)

(k1+k2)
d-1 ds,(17)

其中

F􀭵vk1
(s)̂vk2

(s)̂vk3
(s)-F􀭵vk1

(tn)̂vk2
(tn)̂vk3

(tn)=(F􀭵vk1
(s)-F􀭵vk1

(tn))̂vk2
(s)̂vk3

(s)+
(̂vk2

(s)-v̂k2
(tn))̂vk2

(s)̂vk3
(tn)+ (̂vk3

(s)-v̂k3
(tn))̂vk1

(tn)̂vk2
(tn).

则(17)式可以写成 (̂Rn
1)k =(̂Rn

11)k + (̂Rn
12)k + (̂Rn

13)k,且有

Rn
11=iC∫

tn+1

tn
e-isΔ|∇|-d+1[e-isΔ(􀭵v(s)-􀭵v(tn))·eisΔv(s)]·eisΔv(tn)ds,

Rn
12=iC∫

tn+1

tn
e-isΔ|∇|-d+1[e-isΔ(v(s)-v(tn))·eisΔ􀭵v(tn)]·eisΔv(s)ds,

Rn
13=iC∫

tn+1

tn
e-isΔ|∇|-d+1[|e-isΔv(tn)|2]·eisΔ(v(s)-v(tn))ds.

只需计算其中一个估计,其他类似可得.

‖Rn
13‖Hγ ⩽C∫

tn+1

tn
‖|∇|-d+1[|e-isΔv(tn)|2]·eisΔ(v(s)-v(tn))‖Hγds⩽

Cτ[‖|∇|γ-d+1|e-isΔv(tn)|2‖L2·‖eisΔ(v(s)-v(tn))‖L∞ +
‖|∇|-d+1|e-isΔv(tn)|2‖L∞·‖|∇|γeisΔ(v(s)-v(tn))‖L2]⩽
τ[‖v(tn)‖2Hγ-d+1·‖v(s)-v(tn)‖Hγ +‖v(tn)‖2Hγ-d+1·‖v(s)-
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v(tn)‖Hγ]⩽Cτ‖v(tn)‖2Hγ·‖v(s)-v(tn)‖Hγ,γ⩾
d
2
, (18)

其中,有

v(s)-v(tn)=∫
tn+1

tn
∂tv(ξ)dξ,i∂tv(t)=e-itΔ(|eitΔv(t)|2*|x|-1)eitΔv(t).

于是

‖v(s)-v(tn)‖Hγ ⩽∫
tn+1

tn
‖v(ξ)‖

3
Hγ
dξ⩽τ‖v(ξ)‖

3
Hγ
,γ>

d
2
,ξ∈ (tn,tn+1).

因此,(18)式可以写为

‖Rn
1‖Hγ ⩽Cτ2‖v‖5Hγ .

  引理3 对于Rn
1,在γ>

d
2

时,有以下估计

‖Rn
2‖Hγ ⩽Cτ2‖v‖3Hγ+1. (19)

  证明 不妨假设F􀭵vk(tn),̂vk(tn)⩾0,‖v‖Hγ =∑
k

|k|γ|̂vk|2.

R̂n
2 ⩽iC ∑

k=k1+k2+k3

1
|k1+k2|

d-1F􀭵vk1
(tn)̂vk2

(tn)̂vk3
(tn)τ2(|k1||k2|+|k2||k3|+|k3||k1|).

上式逆傅立叶变换得

Rn
2 ⩽iCτ2(|∇|-d+1(||∇|v|2)v+|∇|-d+1(|∇|􀭵vv)|∇|v+|∇|-d+1(􀭵v|∇|v)|∇|v).

于是有

‖Rn
2‖Hγ ⩽ ‖|∇|γRn

2‖L2 ⩽Cτ2(‖|∇|γ-d+1‖∇|v|2‖L2‖v‖L∞ +
‖|∇|-d+1‖∇|v|2‖L∞‖|∇|γv‖L2 +‖|∇|γ-d+1(􀭵v|∇|v)‖L2‖|∇|v‖L∞ +
‖|∇|-d+1(􀭵v|∇|v)‖L∞‖|∇|γ+1v‖L2 +‖|∇|γ-d+1(|∇|􀭵vv)‖L2‖|∇|v‖L∞ +

‖|∇|-d+1(|∇|􀭵vv)‖L∞‖|∇|γ+1v‖L2)⩽Cτ2‖v‖3Hγ+1
,γ>

d
2. (20)

3.2 定理1的证明

接下来证明定理1.
证明

vn+1-v(tn+1)=Φ(vn)-v(tn+1)=Φ(vn)-Φ(v(tn))+Φ(v(tn))-v(tn+1)=
Φ(vn)-Φ(v(tn))-(Rn

1+Rn
2). (21)

根据引理2和引理3得如下误差估计

‖Φ(v(tn))-v(tn+1)‖Hγ ⩽ ‖Rn
1‖Hγ +‖Rn

2‖Hγ ⩽Cτ2. (22)

记en =v(tn)-vn,利用Kato-Ponce不等式可得稳定性估计

‖Φ(vn)-Φ(v(tn))‖Hγ =‖vn -v(tn)‖Hγ +τ‖|x|-1((φ(-2iτΔ)􀭵vn·vn)vn -
(φ(-2iτΔ)􀭵v(tn)·v(tn))v(tn))‖Hγ ⩽ ‖en‖Hγ +Cτ(‖en‖Hγ +‖en‖H3γ

).

又因为 ‖en+1‖Hγ ⩽Cτ2+(1+Cτ)‖en‖Hγ +Cτ‖en‖3Hγ .由递归法和Grownwall不等式得 ‖en‖Hγ ⩽

Cτ2∑
T
τ

j=0

(1+Cτ)j ⩽Cτ.

由此,定理1得证.

参 考 文 献

[1] GROSSEP.Dynamicsofinteractingbosons[M].NewYork:GordonandBreech,1966.
[2] CAZENAVET,LIONSPL.OrbitalstabilityofstandingwavesforsomenonlinearSchrödingerequations[J].JournalofCommunications

inMathematicalPhysics,1982,85(4):549-561.
[3] CHENJ,GUOB.StronginstabilityofstandingwavesforanonlocalSchrödingerequation[J].JournalofPhysicaD:NonlinearPhenome-

36第4期                李雪,等:Hartree方程的低正则算法



na,2007,227(2):142-148.
[4] AKSANE,ÖZDEŞA.NumericalsolutionofKorteweg-deVriesequationbyGalerkinB-splinefiniteelementmethod[J].AppliedMathe-

maticsandComputation,2006,175(2):1256-1265.
[5] DUTTAR,KOLEYU,RISEBRONH.ConvergenceofahigherorderschemefortheKorteweg-deVriesequation[J].SIAMJournalon

NumericalAnalysis,2015,53:1963-1983.
[6] COURTÈSC,LAGOUTIÈREF,ROUSSETF.ErrorestimatesoffinitedifferenceschemesfortheKorteweg-deVriesequation[J].IMA

JournalofNumericalAnalysis,2020,40:628-685.
[7] HOLDENH,KOLEYU,RISEBRON.ConvergenceofafullydiscretefinitedifferenceschemefortheKorteweg-deVriesequation[J].

IMAJournalofNumericalAnalysis,2015,35(3):1047-1077.
[8] HOLDENH,LUBICHC,RISEBRONH.OperatorsplittingforpartialdifferentialequationswithBurgersnonlinearity[J].Mathematicsof

Computation,2012,82:173-185.
[9] HOLDENH,KARLSENKH,RISEBRONH,etal.OperatorsplittingfortheKdVequation[J].MathematicsofComputation,2011,80:

821-846.
[10] HOCHBRUCKM,OSTERMANNA.ExplicitexponentialRunge-Kuttamethodsforsemilinearparabolicproblems[J].SIAMJournalon

NumericalAnalysis,2005,43:1069-1090.
[11] HOCHBRUCKM,OSTERMANNA.Exponentialintegrators[J].ActaNumerica,2010,19:209-286.
[12] KNÖllERM,OSTERMANNA,SCHRATZK.AFourierintegratorforthecubicnonlinearSchrödingerequationwithroughinitialdata

[J].SIAMJournalonNumericalAnalysis,2019,57:1967-1986.
[13] LIY,WUY,YAOF.Convergenceofanembeddedexponential-typelow-RegularityintegratorsforthekdVequationwithoutlossofregu-

larity[J].AnnalsofAppliedMathematics,2021(1):1-21.
[14] KATOT,PONCEG.CommutatorestimatesandtheEulerandNavier-Stokesequations[J].CommunicationsonPureandAppliedMathe-

matics,1988,41:891-907.
[15] OURGAINB,LIJD.OnanendpointKato-Ponceinequality[J].DifferentialIntegralEquations,2014,27:1037-1072.

LowregularalgorithmforHartreeequations

LiXue,LiXintong

(CenterforAppliedMathematics,TianjinUniversity,Tianjin300072,China)

Abstract:Inthispaper,aFourierintegratorisconstructedtosolvethenonlinearHartreeequation.Thisexponentialin-
tegratorisexplicitandcanachievefirst-orderconvergencebyfastFouriertransform.Throughrigorousanalysis,weprovethat

foranyγ>
d
2
,theformatprovidesfirst-orderaccuracyforanyinitialdatainHγ+1space.Thatis,forafixedtimeoft,there

isaconstantofC=C(T,‖u‖L∞ ([0,T];Hγ+1))>0,sothat‖un-u(tn)‖Hγ(Td)⩽Cτ,whereunisthenumericalsolution
attn=nτ.

Keywords:Hartreeequation;first-orderconvergence;exponentialintegrator;lowregularity
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