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环状有界的SmallNim博弈
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摘 要:提出了一种新的“环状有界的SmallNim”模型,确定出该模型在 Normal规则下的所有P 位置,从而

彻底解决了该模型.
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传统的公平组合博弈有两种输赢规则:在 Normal规则下,第一个无法移动的参与者输(他的对手赢);
在 Misere规则下,第一个无法移动的参与者赢(他的对手输).一个位置称为“P 位置”如果参与者从这个位

置出发采用任何策略都无法赢得比赛;一个位置称为“N 位置”如果参与者从这个位置出发存在一种策略能

够赢得比赛.传统的公平组合博弈有多种模型,Nim模型是其中一个,具体请读者参考文献 [1-6].Small
Nim 是Nim模型的一个变化,它可以描述为:有s堆金币(a1,a2,…,as),两个参与者A1 和A2 轮流进行游

戏,每个参与者每次必须从最小堆移走金币(至少一个,可以整堆).Nim模型有很多扩展情形[7-9]和限制情

形[10-12].本文提出一种新的“环状有界的SmallNim”模型,它是SmallNim的一种限制模型.本文确定出该

模型在 Normal规则下的所有P 位置,从而彻底解决了该模型.
定义1 给定3个整数s⩾0及B>b⩾1.所谓“环状有界的SmallNim”(用SN(s;b,B)表示)是指:

有s堆金币(a1,a2,…,as),两个参与者A1 和A2 轮流进行游戏,每个参与者每次必须从最小堆移走t个金

币,这里b⩽t⩽B(显然t不能大于最小堆金币的数量).第一个无法移动的参与者输,即采用Normal规则.
SN(s;b,B)模型中一个“位置”可以用σ=(a1,a2,…,as)表示,这里ai 满足1⩽a1⩽a2⩽…⩽as,因

为游戏过程中金币个数为0的堆可以被移除.根据定义1,从一个给定位置σ=(a1,a2,…,as)出发,任何合法

移动必然使得σ=(a1,a2,…,as)→σ'=(a'1,a2,…,as),其中a'1=a1-t且b⩽t⩽min{B,a1}.
定义2 给定SN(s;b,B)中一个位置σ=(a1,a2,…,as),定义:
(1)对任意1⩽j⩽s,令rj∶=BB+b(aj),其中RB+b(aj)表示aj 除以B+b的余数.称r(σ)=(r1,r2,…,

rs)为位置σ=(a1,a2,…,as)的余数向量.(2)令α(σ)=max{1⩽k⩽s-1|rj∈{0,b},∀j∈{1,2,…,

k}}.特别地,当r1 ∉ {0,b}时α(σ)=0.(3)令β(σ)表示整数b在向量(r1,r2,…,rα(σ))中出现的次数.特别

地,如果α(σ)=0那么β(σ)=0.
例如,固定B=t,b=1,s=5.对σ1=(1,7,13,14,19),有r(σ1)=(1,1,1,2,1),α(σ1)=3=β(σ1);对

σ2=(1,7,12,13,20),有r(σ2)=(1,1,0,1,2),α(σ2)=4,β(σ3)=3;对σ3=(8,12,13,19,25),有r(σ3)=(2,

0,1,1,1),α(σ3)=0=β(σ3).
根据定义2,给定一个位置σ=(a1,a2,…,as),有0⩽α(σ)⩽β(σ)⩽s-1,且对所有的j∈{1,2,…,

α(σ)}均有rj ∈ {0,b}.特别地,rα(σ)+1 ∉ {0,b}.
给定整数s⩾0,用Ps 表示SN(s;b,B)模型下所有的P 位置集合.任何合法移动必然使得σ=(a1,

a2,…,as)→σ'=(a'1,a2,…,as),其中a'1=a1-t且b⩽t⩽min{B,a1}.如果a'1=0,则σ'有s-1堆
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金币;如果a'1 >0,则σ'有s堆金币.需要证明两个事实.
事实1 对于属于Ps 的任何一个位置u,它的任意选择都不属于Ps ∪Ps-1.
事实2 对于不属于Ps 的任何一个位置u,存在一个合法移动使得u→ν∈Ps ∪Ps-1.

1 主要定理及证明

定理1 考虑SN(s;b,B),(1)当s=0时,即P0={(0)}空堆是一个P 位置;(2)当s=1时,P1=
∪
1⩽a1
{(a1)|r1 ∈ {0,1,…,b-1}}.

证明 (1)如果s=0,则从σ=(0)出发无法进行合法移动,故为P 位置.
(2)当s=1时,需要证明它满足事实1和事实2.
事实1 假设σ=(a1)∈P1,令a1=m(B+b)+r1>0(m ⩾0).当m=0时有1⩽a1<b,显然参与

者无法进行合法移动,因此{σ=(a1)|1⩽a1<b}是P 位置.当m >0时,任何合法移动使得σ=(a1)→
σ'=(a1-t),这里b⩽t⩽min{B,a1}<B+b,此时r'1=RB+b(a1-t)=R(B+b)(m(B+b)+r1-t)∈
{b,b+1,…,B+b+1},所以σ'∉P1.

事实2 假设σ=(a1)∉P1,则r1∈{b,b+1,…,B+b-1}.当r1∈{b,b+1,…,B}时,存在一种合

法移动σ=(a1)→σ'=(a1-r1)使得r'1=0,因此σ'∈P1∪P0;当r1∈ {B,B+1,…,B+b-1}时,
存在一种合法移动σ=(a1)→σ'=(a1-B)使得r'1 ∈ {0,1,…,b-1},因此σ'∈P1 ∪P0.

对于s⩾2,为了求出Ps,用Zo 和Ze 分别表示所有奇、偶自然数集合,即Zo={2n+1|n⩾0}和Ze=
{2n|n⩾0}.

定理2 对于任何s⩾2,有Ps =M1(s)∪M2(s)∪M3(s)∪M4(s),这里,

M1(s)={σ=(a1,a2,…,as)|α(σ)=s-1,β(σ)∈Ze,0⩽rs <b},

M2(s)={σ=(a1,a2,…,as)|α(σ)=s-1,β(σ)∈Zo,b⩽rs <B+b},

M3(s)={σ=(a1,a2,…,as)|0⩽α(σ)<s-1,β(σ)∈Ze,1⩽rα(σ)+1 <b},

M4(s)={σ=(a1,a2,…,as)|0<α(σ)<s-1,β(σ)∈Zo,b⩽rα(σ)+1 <B+b}.
  证明 需要证明它满足事实1和事实2.

事实1 假设σ=(a1,a2,…,as)∈Ps,分成两种不同的情况讨论:α(σ)=0或1⩽α(σ)⩽s-1:
(1)α(σ)=0此时只能有σ∈M3(s)而且1⩽r1<b.令a1=n1(B+b)+r1 其中n1⩾0,1⩽r1<b.

如果n1=0,则a1=r1∈{1,2,…,b-1},参与者无法进行合法移动.如果n1>0,则a1>B+b>t且a'1
=a1-t=(n1-1)(B+b)+B+b+r1-t>0.因此σ'∉Ps-1.注意到b+1⩽r'1=RB+b(a'1)⩽B+b-1,
知α(σ')=β(σ')=0,进一步可得σ'∉M1(s)∪M2(s)∪M4(s).由rα(σ')+1=r'1>b知σ'∉M3(s).因此

σ'∉Ps-1 ∪Ps.
(2)1⩽α(σ)⩽s-1.此时r1 ∈ {0,b},令a1=n1(B+b)+r1 其中n1 ⩾0,r1 ∈ {0,b}.
(2.1)考虑r1=0且n1>0.此时a1=n1(B+b),进而r'1=B+b-t∈ {b,b+1,…,B}.因此σ'有s

堆,即σ'∉Ps-1.如果r'1∈{b+1,b+2,…,B}则α(σ')=β(σ')=0.进一步得由rα(σ')+1=r'1>b知σ'∉
M3(s);由α(σ')=β(σ')=0知σ'∉M1(s)∪M2(s)∪M4(s).因此σ'∉Ps.

如果r'1=b则α(σ')=α(σ),β(σ')=β(σ)+1.为了讨论方便,做以下分析,进而得到σ'∉Ps.
当σ∈M1(s)∪M2(s)时,有α(σ')=α(σ)=s-1即σ'∉M3(s)∪M4(s).分别考虑若σ∈M1(s)则

β(σ')=β(σ)+1是奇数,而且0⩽rs <b,即σ'∉M1(s)∪M2(s);若σ∈M2(s)则β(σ')=β(σ)+1是

偶数,而且b⩽rs <B+b,即σ'∉M1(s)∪M2(s).
当σ∈M3(s)∪M4(s)时,有1⩽α(σ')=α(σ)<s-1即σ'∉M1(s)∪M2(s).同样地,分别考虑若

σ∈M3(s)则β(σ')=β(σ)+1是奇数,且rα(σ')+1=rα(σ)+1<b,即σ'∉M3(s)∪M4(s);若σ∈M4(s)则

β(σ')=β(σ)+1是偶数,且rα(σ')+1=rα(σ)+1 >b,即σ'∉M3(s)∪M4(s).
(2.2)r1=b而且n1 ⩾b.分成两种不同的情况讨论.
(2.2.1)r1=b而且n1=0.此时a1=t=b,位置σ'=(a2,a3,…,as)有s'=s-1堆.显然σ'∉Ps.注意
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到r(σ')=(r2,r3,…,rs),因此α(σ')=α(σ)-1,β(σ')=β(σ)-1.为了讨论方便,做以下分析.
当σ∈M1∪M2(s)则α(σ')=α(σ)-1=s'-1,显然σ'∉M3(s')∪M4(s').分别考虑若σ∈M1(s)

则β(σ')=β(σ)-1是奇数,而且σ'中最后一个元素的余数为rs ∈ {0,1,…,b-1},即σ'∉ M1(s')∪
M2(s');若σ∈M2(s)则β(σ')=β(σ)-1是偶数,而且rs ∈ {b,b+1,…,B+b-1},即σ'∉M1(s')∪
M2(s').因此σ'∉Ps-1.

当σ∈M3(s)∪M4(s),则1⩽α(σ)<s-1.不得不进一步分两种情况讨论:如果α(σ)=1,则α(σ')=
α(σ)-1=0,即σ'∉M1(s')∪M2(s')∪M4(s');如果1<α(σ)<s-1,则1⩽α(σ')=α(σ)-1<s'-
1,即σ'∉ M1(s')∪ M2(s').同样地,分别考虑若σ∈ M3(s)则β(σ')=β(σ)-1是奇数,且rα(σ')+1 =
rα(σ)+1 <b,即σ'∉M3(s')∪M4(s');若σ∈M4(s)则β(σ')=β(σ)-1是偶数,且rα(σ')+1=rα(σ)+1>b,即
σ'∉M3(s')∪M4(s').因此σ'∉Ps-1.

(2.2.2)r1=b而且n1 >0.此时a1=n1(B+b)+b>B,b⩽t⩽B.因此a'1=(n1-1)(B+b)+
B+2b-t⩾2b,r'1=RB+b(a'1)∈ {0,2b,2b+1,…,B+b-1}.位置σ'=(a'1,a2,a3,…,as)有s堆,因
此σ'∉Ps-1.同时有r(σ')=(r'1,r2,r3,…,rs).如果r'1∈{2b,2b+1,…,B+b-1}则α(σ')=0,即σ'∉
M1(s)∪M2(s)∪M4(s).由rα(σ')+1=r'1 >b知σ'∉.M3(s).因此σ'∉Ps.

如果r'1=0则α('σ)=α(σ),β(σ')=β(σ)-1.为了讨论方便,做以下分析.
当σ∈M1(s)∪M2(s),则α(σ')=α(σ)=s-1,显然σ'∉M3(s)∪M4(s).分别考虑如果σ∈M1(s)

则β(σ')=β(σ)-1是奇数,而且σ'中最后一个元素的余数为rs∈{0,1,…,b-1},即σ'∉M1(s)∪M2(s);
如果σ∈M2(s)则β(σ')=β(σ)-1是偶数,而且σ'中最后一个元素的余数为rs∈{b,b+1,…,B+b-1}
即σ'∉M1(s)∪M2(s).因此σ'∉Ps.

当σ'∈M3(s)∪M4(s),则1⩽α(σ')=α(σ)<s-1,即σ'∉M1(s)∪M2(s).同样地,分别考虑如果

σ∈M3(s)则β(σ')=β(σ)-1是奇数,且rα(σ')+1=rα(σ)+1<b,即σ'∉M3(s)∪M4(s);如果σ∈M4(s)则

β(σ')=β(σ)-1是偶数,且rα(σ')+1=rα(σ)+1 >b,即σ'∉M3(s')∪M4(s').因此σ'∉Ps.
事实2 对任意位置ν=(a1,a2,…,as)∉Ps,则ν∈T1∪T2∪T3∪T4,这里T1(s)={ν|α(ν)=

s-1,β(ν)∈Ze,b⩽rs ⩽B+b-1},T2(s)={ν|α(ν)=s-1,β(ν)∈Zo,0⩽rs ⩽b-1},T3(s)=
{ν|0⩽α(ν)<s-1,β(ν)∈Ze,b<rα(ν)+1⩽B+b-1},T4(s)={ν|0<α(ν)<s-1,β(ν)∈Zo,1⩽
rα(ν)+1 ⩽b}.
分成两种不同的情况讨论:α(ν)=0或1⩽α(ν)⩽s-1.

(1)α(ν)=0.此时ν∈T3(s),β(ν)=0,r1 ∈ {b+1,b+2,…,B+b-1}.
(1.1)当r1 ∈{b+1,b+2,…,B},存在一种合法移动a1→a1-(r1-1)使得ν→ν'=(a1-(r1-1),

a2,…,as).由r'1=RB+1(a1-(r1-1))=1∉{0,b}得α(ν')=β(ν')=0.因此rα(ν')+1=r'1=1<b,故ν'∈
M3(s).(1.2)当r1 ∈ {B+1,B+2,…,B+b-1},存在一种合法移动a1→a1-B 使得ν→ν'=(a1-B,
a2,…,as).注意到r'1=RB+1(a1-B)∈{1,2,…,b-1}即α(ν')=β(ν')=0.因此1⩽rα(ν')+1=r'1<b,故
ν'∈M3(s).

(2)1⩽α(ν)⩽s-1.此时r1 ∈ {0,b}.令a1=n1(B+b)+r1,n1 ⩾0,r1 ∈ {0,b}.
(2.1)考虑r1=0且n1 >0.此时a1=n1(B+b)>B,存在一种合法移动a1 →a1-B 使得ν→ν'=

(a1-B,a2,…,as).注意到r(ν')=(r'1,r2,r3,…,rs)且r'1=RB+1(a1-B)=b,故α(ν')=α(ν),β(ν')=
β(ν)+1.如果ν∈T1(s),那么α(ν')=α(ν)=s-1,β(ν')=β(ν)+1∈Zo 而且ν'中最后一个元素的余数

为rs ∈{b,b+1,b+2,…,B+b-1},故ν'∈M2(s);如果ν∈T2(s),则α(ν')=α(ν)=s-1,β(ν')=
β(ν)+1∈Ze,而且rs∈{0,1,2,…,b-1},故ν'∈M1(s);如果ν∈T3(s),有1⩽α(ν')=α(ν)<s-1,

β(ν')=β(ν)+1∈Zo,而且b<rα(ν')+1=rα(ν)+1 <B +b,故ν'∈M4(s);若ν∈T4(s),则1⩽α(ν')=
α(ν)<s-1,β(ν')=β(ν)+1∈Ze,而且1⩽rα(ν')+1=rα(ν)+1 <b,故ν'∈M3(s).

(2.2)r1=b而且n1⩾0.此时a1=n1(B+b)+b.存在一种合法移动a1→a1-b使得ν→ν'=(a1-
b,a2,…,as).有必要分以下两种情况讨论.

(2.2.1)r1=b而且n1=0.此时ν'=(a2,a3,…,as)有s'=s-1堆.注意到r(ν')=(r2,r3,…,rs),因此
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α(ν')=α(ν)-1,β(ν')=β(ν)-1.如果ν∈T1(s),则α(ν')=α(ν)-1=s'-1,1⩽β(ν')=β(ν)-1∈
Zo,而且rs ∈ {b,b+1,b+2,…,B+b-1}.因此ν'∈M2(s-1);如果ν∈T2(s),那么α(ν')=α(ν)-
1=s'-1,0⩽β(ν')=β(ν)-1∈Ze 而且rs∈{0,1,…,b-1}.因此ν'∈M1(s-1);若ν∈T3(s)则0<
α(ν')=α(ν)-1<s'-1,1⩽β(ν')=β(ν)-1∈Zo 且rα(ν')+1=rα(ν)+1∈{b+1,b+2,…,B+b-1},故

ν'∈M4(s-1);如果ν∈T4(s)那么0⩽α(ν')=α(ν)<s-1,β(ν')=β(ν)-1∈Ze 而且1⩽rα(ν')+1=
rα(ν)+1 <b,故ν'∈M3(s-1).

(2.2.2)r1=1而且n1 >0.此时ν'=(a1-b,a2,a3,…,as)有s堆.注意到r(σ')=(r'1,r2,r3,…,rs)
且r'1=RB+b(a1-b)=0,因此α(ν')=α(ν),β(ν')=β(ν)-1.

如果ν∈T1(s),则α(ν')=α(ν)=s-1,β(ν')=β(ν)-1∈Zo,而且rs∈{b,b+1,b+2,…,B+b-1},
故ν'∈M2(s);若ν∈T2(s)则α(ν')=α(ν)=s-1并且β(ν')=β(ν)-1∈Ze 及rs∈{0,1,…,b-1},
故ν'∈M1(s);如果ν∈T3(s)那么0<α(ν')=α(ν)<s-1且β(ν')=β(ν)-1∈Zo 以及rα(ν')+1=
rα(ν)+1 ∈{b+1,b+2,…,b+B -1},故ν'∈ M4(s);若ν∈T4(s)则0<α(ν')=α(ν)<s-1以及

β(ν')=β(ν)-1∈Ze 而且1⩽rα(ν')+1=rα(ν)+1 <b,故ν'∈M3(s).

2 结 论

本文提出了一种新的“环状有界的SmallNim”模型SN(s;b,B),针对参数B>b⩾1以及s⩾1,确定

出该模型在 Normal规则下的所有P 位置.特别地,当下界b=1时,所有P 位置形成的集合具有更简单的结

构:当s=1时,P1= ∪
1⩽a1
{(a1)|r1=0}即a1 是B+1的整倍;当s⩾2时,有Ps 满足定理2.
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Ring-BoundedSmallNimgames

LiuWenan,ZhouJingjing

(CollegeofMathematicsandInformationScience,HenanNormalUniversity,Xinxiang453007,China)

Abstract:Inthispaper,weproposeanewmodel"Ring-BoundedSmallNimgames".ThesetofallP-positionsisdeter-
minedunderthenormalplayconvention.

Keywords:impartialcombinatorialgames;bounded;SmallNim
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