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摘 要：研究了一类具有年龄结构的种群扩散系统反问题的数值解．对原系统变形后建立了具有高精度的四 

阶 Pade差分格式来计算种群的密度和扩散系数 ，该格式的截断误差为 O(r +矗 )并且无条件稳定，所得结果能更准 

确的描述种群密度和扩散系数．数值算例验证了方法的精确性和可靠性． 
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本文将研究如下具有年龄结构的种群扩散系统Ⅲ： 

塑  +堡  一愚( )△P( ，z)一 ’ ‘⋯ ⋯ 、⋯  ⋯ 

一  

1(r，t)P(r，t， )+fl(r，t， )，QA一 [0，A]×Q， 

P(O，t，z)：l (r，t)P(r，t，z)dr’[0，T]×[o，1]， 

p(A，t， )一 0，[O，T]×[0，1]， 

P(r，0， )一P。(r， )，[0，A]×[O，1]， 

P(r，t，0)===0，[0，A]×[O，丁]， 

(r，t，1)一0，[0，A]×[O，T]， 

3，( ， )一l P(r，t，z)dr，Q一[o，T3×[o，1]， 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

其中 r∈[0，A]，t∈[O，明 ，0< T< c×3， ∈[O，1]，P(r，t，z)表示t时刻年龄为r的种群在空间位置z上 

的种群密度； (r， )表示年龄为 r的雌性种群的生育率i,u (r，￡)表示年龄为 r的种群的自然死亡率；△表示 

空间向量 Laplace算子；k(￡)> 0是扩散系数；f (r，t， )是外界环境的干扰，如迁移、地震、海啸等． 

具有年龄结构的种群扩散系统已被广泛研究．例如，文献[2]研究了与年龄相关的种群扩散的识别问 

题．文献[3]讨论了与年龄相关的模糊随机种群扩散系统的数值解．文献E43针对带有年龄结构周期性反应 

扩散种群系统的空间动力学进行了分析．然而，在现实生活中，种群的扩散系数往往很难测出，但反问题的引 

入对于求解扩散系数具有很大帮助 n]．本文针对种群扩散系统(1)～ (7)式，添加附加条件： 

P(r，t， )一E1(r，￡)，(r，z)∈[O，A]×[O，丁]， (8) 

其中， 是区间[O，1]内固定的一点，P(r，t，X )表示t时刻年龄为r的种群在空间位置 上的种群密度； 

在方程(1)～ (8)式中， 1(r，￡)， (r，￡)，f1(r，t，z)Po(r， )，E1(r， )，F1(r， )为已知 函数，P(r，t，z)和 

愚( )为未知函数． 

另一方面，关于种群的扩散系数反问题，很难求出其解析解，因此对其数值解的研究就显得尤为重 

要El2 13]．本文给出方程(1)～ (8)式的扩散系数和四阶Pade数值解，与传统差分格式相比具有很好的收敛性， 
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并且无条件稳定．最后，通过数值算例对本文结论进行了验证． 

1 预备知识 

系统定义在如下空间中，空间位置 z∈[o，1]，并令V—H [0，1]一 1 ∈L ([0，1])， ∈L ([o， 

1])，其中 是广义函数意义下的偏导数， 是Q的一阶s。b。1ev空间． 

对于具有年龄结构的种群扩散系统(1)～ (8)式 ，首先可以得到 V r A，P(r，t， )一 0．根据方程 (7) 

式，对方程(1)式和(4)式关于 r在[0，A]上积分，可得如下不包含年龄的简化系统： 

一 愚( )ny(t，z)+ (￡) ( ，z)一fl(t)3，( ，z)一 厂( ，z)，[0，丁]×(Eo，1]， 

y(O，z)一 Yo(z)，z∈ [0，1]， 

Y(t，0)===0，t∈ [O，T]， 

(t，1)===0，t∈ [O，T]， 

Y(￡， )===E(￡)， ∈ [0，1]， 

(9) 

(1O) 

(11) 

(12) 

(13) 

其中，』9( )三 j。卢 (r， )P(r， ，x)dr)‘j。P(r x)dr) ，表示种群在 时刻的出生率， ( )三 j。 (r， 
rA rA 

￡)P(r，t，z)dr)(1 P(r，t，z)dr) ，表示种群在t时刻的死亡率，I P(r，t，z)dr是种群在t时刻空间位置 处 
J o J 0 

pA rA 

的种群总量，f(t，z)三 I fl(r，t， )， ( )三三三J E1(r， )dr． 

由方程(9)式和(13)式可得 

E ( )一 (f，lz )一 k( )Ay(t，z )一 (￡)y(t，z )+fl(t)y(t，z )+f(t， )，t∈ (O，T]． (14) 

假设 Ay(f，lz )≠ 0，则 

可得 

k(t) 一 !=三 !± ! !=三：!二 !! ： 二 ! ： 
Ay(t，z ) ’ 

将方程(15)式代人(9)式，则方程(1)～ (8)式可等价的转化为如下问题： 

f ( ，z)一 二 上 三 三 三 三二 二 △ ( ，．z)～ 
l ( )y(t，z)4-fl(t)y(t，z)+f(t，z)， 

1y(O，z)= Y。( )， 

l y(t，0)一 0， 

l ( ，1)一0． 

对方程(16)式两边同时作用孝，并令 
(t，z)一 (￡，z)， 

( )一 二  ( )一 
t·Z J 

(￡)v(t，z)+fl(t)v(t，z)+-厂 ( ，z)， 

v(o， )一 Y o(z)， 

(t，0)一 0。 

(t，1)一 0． 

通过上述的一系列变形得到的方程(21)～ (24)式便于多种差分格式的建立． 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(2O) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 
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2 差分格式的建立 

为使用有限差分方法求数值解，先对区域[O，T]×[0，1]作如下剖分：将时间区域[0，T]划分为N等分， 

空间区域[0，1]划分为M等分，并记r—T／N，t 一珩，0 N，h一1／M，z ===ih，0 i M．节点上的 

函数值 ( 1， 1)， (￡计1， )， (￡井1，X汁1)，y(t ，zH)，y(t ，Xf)，y(t ， )的有限差分分别被记为 ．y ， 

，3lri计ft- 1， ， ?，强一 ．下面分别给出方程 (21)式 的常用差分格式和高精度差分格式． 

2．1 常用有限差分格式 

方程(16式)的变形方程(21)式的常用差分方法有向前差分、向后差分、Crank—Nicolson格式及第一类 

Saulyev格式，具体格式如下． 

向前差分的具体格式为：掣 一 一 ( ) ?+ ( ) +厶( z )，其中 一t r t Lt ， ’ 。 
件n 1—2v7+ n 1，Q ：E ( )+tt(t )E( )一fl(t )E( )一f(t ， )． 

向前差分格式的截断误差为 O(tL+h。)．在时间方向上是显示的一阶方法，该差分格式属于条件稳定． 

向后差分的具体格式为：_Wn4-1i --"on
一 口 一 (tn+1) +JG(￡ ) r +，盯(￡计 ，z )，其中 

r 凡 Ltn+l，Z J 。 ’ 

一  一 2vf + ，Q 一 E (￡ 1)+ ( 1)E( 井1)一J8(￡计1)E(t~-1)一f(t~-1，35" )． 

向后差分格式的截断误差为 O(r+h )．在节点处是无条件稳定的．向后差分格式构成的线性代数方程 

组的系数矩阵是三对角矩阵，因此可用追赶法求解． 

Crank—Nicolson差分方法的具体格式为： 

望二 一丢[ + 南  一 ( 计 ) + 
fl(U+1) 计 + ( 1，X )一 ( ) n+fl(t )v7+厶 (￡ ，Xi)1． 

Crank—Nicolson格式与向后差分格式类似，所构成的线性方程组的系数矩阵也是三对角矩阵，可用追赶 

法汆解．该格式的局部截断误差是O(r +h )．在节点处也是无条件稳定． 

第一类 Saulyev差分方法的具体格式为： 

一  ( nT1一 + ( n 一 7)-- #( + 

(￡井1) 计 +丘( 1， )一 (￡ ) ?+卢(￡ ) + (￡ ，Xi)I． 

第一类 Saulyev差分格式利用 y(t ， )关于t的差商逼近Y ，利用 y(t ， )在第 +1层和第 层的关 

于 的非对称形式二阶差商逼近 ．该格式是非对称格式，当从左向右进行计算时，该格式是显式的，第一 

类 Saulyev差分格式的截断误差为 O(r+ )̂． 

2．2 高精度有限差分格式 

下面采用一种高精度的差分格式，即四阶 Pade格式对方程进行离散，有 

2[ h 去 +h志  r L。 ( 计l，z )1 l 。 ( ，z )1 l r、’⋯ 。 
12 。 12 

p(t计1) 计 +厶 (￡抖1，z )一 (￡ ) ?+p( ) ?+厂盯(￡ ，z )I， (25) 

对(25)式两边同时作用(1+ )，得到 

+ c + ，一 一[ 一也 c +甓，+ 

] ?+专(1+毳)[厂日( 计 ， )+，朋( ， )]， (26) 
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该差分格式在时间上是二阶精度，在空间上是四阶精度，然而，v(t，z )没有明确定义，为得到一个全局的四 

阶精度，根据217 的不同位置，对 v(t ，X )进行如下 4种情况的逼近． 

第 1种：如果z 一．2C ，其中，1 i M一1，则z 是网格节点，有 ( 科l， )一v7+ ，v(t ，．37 ，)= ． 

第 2种：如果 z E (z。，z )，则存在 E (O，1)，Lz 一z。+ah．其中v(x ， )为 

(t，z )一 C1v(t，zo)+ C2v(t，,271)+ c3v(t，z2)+ C4v(t，z3)， (27) 

其中，c ，f。，f。和f 为需要确定的系数．z ( 一1，2，3，4)可以改写为 

320一 t— ah，3C1一 ．2C + (1一 a)h，z2一 X + (2一 口)h，．z3一 CC + (3一 a)h． 

在 z 处对 v(t， )用 Taylor公式展开，得到 

(t,sco)一 (t gx*)一 ( ，z )+ ( ，z )一 (f，z )+ 0( )， 

v(t，z1)一 v(t，．2C )+ (1一 a)hv ( ，z )+ 

v(t， 1)一 v(t， )+ (2一 a)hv ( ，z )+ 

v(t，z2)一 v(t，z )+ (3一 a)hv ( ，z )+ 

z )一 + o( ， 

z*)～ ，z*)+ 0( ， 
O 

z*)～ ，z*)+ 0( ． 
O 

将上述 Tayler展式代入方程(27)式，忽略四阶截断误差 O(h )，并使方程中含 v(x ，￡)， (Jc ，￡)， 

7．1 (3c ，￡)， (z ，f)项两端系数分别相等 ，得到如下线性方程组 ： 

rCl十 f2 

l～ c1 

j口 h 
]T q 

1 O／3h。 
【 6 

十  

+ (1 

。 (1 

c1十  

一 d) 

～ a) h 

2 

(1一 a) 

6 

+ (2一 a) 3+ (3一 口)hc 4— 0， 

C2+ C3+ 盟 C4：o
， 十 — —  _ 十 — —  一 ===U’ 

：+ 一_堂呈 。+ __ 一0， 十—— 3十—— 4一u’ 

(28) 

通过求解线性方程组可得系数 C ，C。，C。，C 的值． 

第 3种：若 z E( M_ ，zM)，逼近过程同上． ． 

第 4种：如果z 三三三z 三三三zM_ ，则存在整数z使得 ∈(z ，z件 )，并且X 和z件 均为网格节点，所以存 

在 E (O 1)使得 z 一lzz+ah．因此 v(t，z )的线性逼近为： 

v(t，z )一 C1v(t，Xl--1)+ c2v(t，zz)+ C3v(t，z件1)+ C4v(t，Xz+2)． 

类似的，根据Taylor公式将v(t，zH)，v(t，z )，v(t，zf+ )，v(t， 件 )在z—z 处展开，可以得到系数c ， 

C2，C3，C4的值． 

对 v(t，z )采用四阶逼近，得到如下格式： 

f_c + +是，一 

[(卜 )(1+ 2h (∑CjT)(Xf_ ，t什1)) J一1 Q”r 
2h。(∑ v(x ，t )) 

J= l 

号(1+ )[L( ，2Ci)+，盯( Xi)]． 
最后，要根据 v(t，z)的数值解反解出y(t， )，需要求解如下方程： 

fY ( ， )一 (t，z)， 

y(t，O)一 0， 

l (t，1)一 0， 

类似的，应用四阶Pad。格式逼近 。，可以得到——壁 

h (1+ 

I ： 

I + 

(29) 

(3O) 

y7一 ?，整理得 Y i+1—2y7十 一 ( l+ 
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3 数值算例 

本节利用上面构造的差分格式考虑如下模型，令方程(9)～ (13)式中 

( )一音，fl(t)一音，厂(￡， )一0，z =0．2，y。(z)一sin(nx)，E(￡)一e一“ fsin(0．2n)， 
该I；7题的解析解和扩散系数分别为：y(t， )一 e-n2tsin(nx)， ( )一 1

． 显然 V t∈ (O，T)， ∈ (O，1)，有 
Ay(￡，z)一一 7c2e--n2tSin(7cz)≠ 0

．  

根据方程(21)～ (24)式可得 

一 车 ， 
)=：=一 7c e- sin(7cz)， 

，O)= 0。 

，1)一 0． 

图1 函数Y(0．2， )在不同空间步长h下的误差曲线 

图1给出了采用四阶Pade差分格式在时间长步△ 一0．0001，空间步长h不同时的误差曲线．其中，函数 

y(0．2， )即函数 y(t， )在 t一0．2时刻的数值解，Y(O．2， )是函数y(t，z)在 t一0．2时刻的解析解．表 1 

和表 2分别表示函数 y(O．5， )和扩散系数 k( )的各种差分格式在部分节点处误差的绝对值． 

表 1 时间步长 At 0．001，空间步长 h一 0．1时 y(0．5，x)在部分 空间位 置的误差 
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由图 1可知，函数 y(t，z)的四阶 Pade格式在不同的空间步长 h一0．05，h一 0．04，h一 0．025时的数值 

解均能很好的逼近其解析解，误差均低于 1O～． 

由表 1可知，函数 y(0．5，z)向前差分格式的误差精度为 10 ，向后差分，Crank—Nicolson格式及第一类 

Saulyev差分格式的误差为 10_。，而四阶Pade格式的误差为 10_。，具有较高的精度． 

对于表 2，函数 愚(￡)向前差分格式和 Crank—Nicolson格式的误差精度为 1O～，向后差分格式的误差为 

1O_。，而四阶Pade格式明显具有较高的精度，为 1O ． 

在时间步长 At=0．001，空间步长 h一0．1时，对比 5种差分格式运行的时间，由表 3可知，第一类 Sau— 

lyev差分格式时间最短，为 0．0076 s，四阶Pade格式运行时间最长，为 0．1092 s． 

综合以上分析，与向前差分格式，向后差分格式，Crank—Nicolson格式以及第一类 Saulyev差分格式相 

比，四阶 Pade格式虽然运行时间较长，但精度有了明显的提高． 

表 2 时间步长 At=0．001时k(t)在部分时刻的误差 

表 3 各 差分格 式运行时间 (s) 

4 结 论 

本文研究了一类具有年龄结构的种群扩散系统反问题的数值解．对原系统关于年龄进行积分后建立了 
一 种高精度的四阶 Pade差分格式，该格式与向前差分，向后差分，Crank—Nicolson格式及第一类 Saulyev差 

分格式相 比，具有较高的精度 ，并且无条件稳定 ，能够更准确地反映系统的种群密度和扩散系数．为种群的最 

优控制提供了有效的工具． 

致谢 ：感谢 审稿人提 出的宝贵修 改意见． 
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Numerical Method for an Inverse Problem of age—Dependent 

Population System with Diffusion 
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2．School of Mathematics and Computer Science，Ningxia University，Yinchuan 750021，China) 

Abstract：Numerical method for an inverse problem of age-dependent population systems with diffusion is studied in this 

paper． A forth-order Pade numerical algorithm is proposed to calculate the population and the diffusion coefficient after a series 

of original form changes．The forth—order Pade numerical algorithm is unconditionally stable and has a truncation error of 

O(r +  ̂)．The obtained results can reflect the population and the diffusion coefficient more accurately
．
Finally，a numerical 

example is presented to demonstrate the efficiency and accuracy of the numerical method
． 
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