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求解张量绝对值方程的非精确LM方法
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摘 要:通过引入互补函数将张量绝对值问题重新表述为张量互补问题.针对重构的张量互补问题,建立了自

适应非精确LM算法,并证明了算法的收敛性.数值实验结果表明所提出的算法是有效的.
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考虑如下的张量绝对方程(TAVE):寻找向量x∈Rn满足

Axp-1+B|x|[q-1]=b, (1)

其中A 是p 阶n 维张量,B 是q阶n 维张量,且p,q均为偶数.b∈Rn 为已知向量.向量|x|[q-1]定义为

|x|[q-1]=(|x1|[q-1],…,|xn|[q-1])T.
当p=q=2时,方程(1)退化为下面的(向量)绝对值方程(AVE):

Ax+B|x|=b. (2)
关于方程(2)的数值算法,已经存在大量研究工作,可参见文献[1-5].特别地,当B=0时,TAVE(1)退化为

多线性系统[6-9],它在数据挖掘和数值偏微分中发现了许多重要的应用.
最近,DU等[10]考虑了(2)式的另一种特殊情况,其中设B 为负的p 阶n维单位张量(即B|x|q-1 退化

为-|x|[p-1]),得到如下方程

Axm-1-|x|[m-1]=b, (3)
这等价于广义张量互补问题.求解此类问题,由于潜在的非线性(或多重线性),为AVE系统量身定制的所有

理论和算法一般不能直接应用于TAVE(3).
最近,SONG等[11]引入了一类互补问题,称为张量互补问题,其中所涉及的函数是由n⩾2的齐次多项

式定义的.已知张量互补问题是线性互补问题和一类非线性互补问题的推广.张量互补问题在n 人非合作博

弈和非线性压缩感知中有许多应用.最近,人们对张量互补问题的理论越来越感兴趣,例如解集的结构和问

题的可解性等,可参见文献[12-14].在文献[15]中考虑了另一种与张量有关的互补问题,称为张量特征值

互补问题.在文献[16]中,表明AVE等效于广义线性互补问题.类似地,可以证明TAVE等价于广义张量互

补问题.尽管已经提出了一些关于求解AVE的数值方法,但是由于TAVE(1)本质上是一个非线性方程组,
因此很难推广这些算法去求解TAVE.值得一提的是,Levenberg-Marquardt(LM)方法是求解非线性方程的

重要算法之一,因此可以用于求解TAVE(1).
本文,在文献[9]的工作上进一步提出自适应的非精确LM方法来求解张量绝对值方程,并且比较了两

种算法的求解效率,理论证明了所提出方法数值是全局超线性收敛,数值结果表明了算法的有效性.

  收稿日期:2022-03-21;修回日期:2022-05-10.

  基金项目:国家自然科学基金(11901098);福建省自然科学基金(2020J05034).

  作者简介:马昌凤(1962-),男,湖南邵阳人,福州外语外贸学院教授,博士,主要研究方向为数值代数及其应用,E-mail:

mcf@fzfu.edu.cn.

  通信作者:谢亚君(1980-),男,福建泉州人,福州外语外贸学院教授,博士,主要研究方向为数值代数和图像处理,

E-mail:xyj@fzfu.edu.cn.



1 非精确自适应LM方法

本节,首先证明TAVE(3)等价于双线性规划和广义的张量互补问题.首先介绍如下定义.
定义1 设A 是m 阶n 维实张量,x,b∈Rn.定义

F(x)=(A+I)xm-1-b,G(x)=(A-I)xm-1-b.
广义张量互补问题就是寻找向量x ∈Rn 满足

F(x)⩾0,G(x)⩾0,F(x)TG(x)=0. (4)
称下面的非线性规划为双多线性规划问题

min{F(x)TG(x)|F(x)⩾0,G(x)⩾0}=0. (5)

  定理1 令A∈T(m,n),b∈Rn,那么TAVE(3)等价于广义张量互补问题(4)和双多线性规划(5),其
中T(m,n)表示m 阶n 维实张量的集合.

证明 显然广义张量互补问题(4)等价于双多线性规划问题(5),即(4)⇔(5).
所以只需要证明(3)⇔(5).事实上,由于|x|[m-1]⩾x[m-1],|x|[m-1]⩾-x[m-1],因此,由(3)可得:

(A+I)xm-1-b⩾0,(A-I)xm-1-b⩾0.
这就意味着x 是(5)的可行解.因为|x|[m-1]=Axm-1-b⇔[(A+I)xm-1-b]T[(A-I)xm-1-b]=0,于
是有

|x|[m-1]=Axm-1-b⇔min{F(x)TG(x)|F(x)⩾0,G(x)⩾0}=0.
这就完成了定理证明.

为了求解TAVE(3),通过上面的定理,提出自适应的LM算法用于求解广义的张量互补问题(4).利用

Fischer-Burmeister函数ψFBω,可以将(4)再生为如下方程:

H(x)∶=
ψFB(F1(x),G1(x))

︙

ψFB((Fn(x),Gn(x))

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
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这里,x是(4)的解当且仅当H(x)=0.进一步,由于H(x)各个部分组成是强半光滑的,所以H(x)是强半

光滑的(参见文献[17]).
定理2 设A 是m 阶n 维对称张量,则函数 H(x)是强半光滑的.进一步对任意的x ∈Rn,有

∂H(x)⊆Da(x)JF(x)+Db(x)JG(x),
其中,Da(x)=diag(ai(x)),Db(x)=diag(bi(x))是Rn×n 对角矩阵,对应元素

(ai(x),bi(x))∈∂ψFB
(Fi(x),Gi(x)),

其中,∂ψFB
(Fi(x),Gi(x))是∂ψFB

(a,b)中的(a,b)由(Fi(x),Gi(x))替换,并且JF(x)和JG(x)由下给

出JF(x)=(A+I)xm-2,JG(x)=(A-I)xm-2.
  为了给出求解 H(x)=0的算法,定义如下的价值函数

Ψ(x)=
1
2‖H(x)‖2.

  接下来给出价值函数的一个性质.
性质1 设A 是m 阶n维对称张量,那么价值函数Ψ(x)是连续可微的并且∇Ψ(x)=QTH(x),对任

意的Q ∈∂H(x).
现在提出自适应LM算法用于求解半光滑方程系统 H(x)=0,这实际上是非光滑非精确LM 类方法.

为了确保算法能全局收敛,极小化光滑函数Ψ 的线搜索被提出.因为张量的数据结构规模比较大,因此非精

确的版本的LM方法更加适合张量问题,算法如下.
算法1 (自适应非精确LM算法)

步骤1 给定初始点x0,选取β∈(0,
1
2
),p>2,ε⩾0,γ∈(0,1),ρ∈(0,1),δ∈(0,2],σ∈(0,1),
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置k∶=0.
步骤2 若 ‖H(xk)‖ ⩽ε,停算.否则计算Qk ∈∂H(xk).
步骤3 计算LM参数

μk =‖H(xk)‖δ.
非精确求解LM方程得到近似解dk,使满足

(QT
kQk +μkI)dk =-QT

kHk +rk. (6)
若如下不等式成立

‖H(xk +dk)‖ ⩽γ‖H(xk)‖, (7)

则令xk+1=xk +dk,转步骤5.否则,若成立

∇Ψ(xk)Tdk >-ρ‖dk‖p, (8)

则令dk =-∇Ψ(xk).
步骤4 Armijo搜索.令mk 是满足下面不等式的最小的非负整数m:

Ψ(xk +βmdk)⩽Ψ(xk)+σβm∇Ψ(xk)dk,

置αk =β
mk,xk+1=xk +αkdk.

步骤5 置k∶=k+1,转步骤2.
注1 在步骤3中检查搜索方向dk 是否满足(8)式.这是因为dk 不是LM方程的精确解,因此dk 可能

不是价值函数的下降方向.如果dk 不是下降方向,则将dk 重置为负梯度方向.因此算法中dk 的选择始终是

使得价值函数下降的方向,这样步骤4中的线搜索得以明确定义.
下面分析算法1的全局收敛性,假设算法1生成无限序列xk.类似于文献[18]中定理2.1和定理2.2的

证明,可以得到如下的两个定理.
定理3 设 {xk}是由算法1生成的序列,如果残差向量rk 满足如下条件

‖rk‖ ⩽min{η‖Q
T
kHk‖,νk‖QT

kHk‖δ},

其中,η∈ (0,1),νk =o(dist(xk,X*)),那么对任意{xk}的聚点是Ψ 的稳定点,进一步,如果{xk}的聚点

{x*}是 H(x)=0的解,则{dist(xk,X*)}超线性收敛到0.
定理4 设 {xk}是由算法1生成的序列,δ=2.若残差向量rk 满足如下条件

λ‖rk‖ ⩽min{η‖Q
T
kHk‖,νk‖QT

kHk‖δ},

其中,η∈ (0,1),νk =o(dist(xk,X*)2),则{xk}的任意聚点都是Ψ 的稳定点.进一步,如果{xk}的聚点

{x*}是 H(x)=0的解,则{dist(xk,X*)}二次收敛到0.
下面再对算法1作一些说明.在算法1的执行过程中,主要计算(6)式当rk=0时的近似值.注意到方

程总是可解的.事实上,由于μk >0,那么矩阵QT
kQk +μkI是对称正定矩阵,因此(6)式一定可解.现在考

虑如何计算Qk∈∂H(xk),选择在第k步迭代,通过定理2,矩阵Qk∈∂H(xk)的元素可以通过如下公式

计算.令

Λ={i∶Fi(xk)=0=Gi(xk)}

是一个退化指数集合,定义z∈Rn 是一个向量,其分量zi=1,若i∈Λ;否则zi=0.那么矩阵Qk 可以如下

定义Qk =A(xk)JF(xk)+B(xk)JG(xk).其中A 和B 是n×n矩阵其第i个对角元素,可分别如下给出:

Aii(xk)=

1-
Fi(xk)

F2
i(xk)+G2

i(xk)
,若i∉Λ,

1-
∇Fi(xk)

Tz

(∇Fi(xk)
Tz)2+(∇Gi(xk)

Tz)2
,若i∈Λ.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï
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Bii(xk)=

1-
Gi(xk)

F2
i(xk)+G2

i(xk)
,若i∉Λ,

1-
∇Gi(xk)

Tz

(∇Fi(xk)
Tz)2+(∇Gi(xk)

Tz)2
,若i∈Λ.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

后面实验部分用这个公式计算Qk.

2 数值实验

本节,将用一个数值算例来说明用算法1求解张量绝对值问题(TAVE)的可行性及有效性.数值实验在

MATLABR2016a软件上运行,个人计算机的运行环境为2.40GHz中央处理器(Intel2(R)Core(TM)),

8.0GB内存以及 Windows10操作系统.
在整个计算实验中,算法1使用的参数,取δ=1,ε=10-6,β=0.7,σ=0.4,γ=0.95,ρ=10-8,p=2.1.终

止条件为 ‖H(xk)‖ ⩽10-6.
例1 首先随机生成一个四阶四维的张量,其元素属于[0,1],然后将其对称化得到非负张量B.令

c=a+(1+0.01)max
1⩽i⩽n

(Be3)i, (9)

其中e=(1,1,1,1)T,a∈(0,+∞).因为max
1⩽i⩽n

(Be3)i⩾ρ(B),这样c的选择确保c>ρ(B)+1.那么令A=

cI-B 满足A-I是强M 张量.张量B 和张量A 见表1和表2.
表1 随机对称非负张量B = (bi1i2i3i4

)

Tab.1 RandomsymmetricnonnegativetensorsB = (bi1i2i3i4
)

b2411=0.0822 b3411=0.0263 b4211=0.0822 b4311=0.0263 b4411=0.0030 b1421=0.0822 b2221=0.1140

b2321=0.0821 b3221=0.0821 b4121=0.0822 b4421=0.0254 b1431=0.0263 b2231=0.0821 b4131=0.0263

b4431=0.0526 b1241=0.0822 b1341=0.0263 b1441=0.0030 b2141=0.0822 b2441=0.0254 b1241=0.0822

b1341=0.0263 b1441=0.0030 b2141=0.0822 b2441=0.0254 b3141=0.0263 b3441=0.0526 b4141=0.0030

b4241=0.0254 b4341=0.0526 b1412=0.0822 b2212=0.1140 b2312=0.0821 b3212=0.0821 b4112=0.0822

b4412=0.0254 b1222=0.1140 b1322=0.0821 b2122=0.1140 b2322=0.0870 b3122=0.0821 b3222=0.0870

b1232=0.0821 b2132=0.0821 b2232=0.0870 b3332=0.1215 b3432=0.0318 b1232=0.0821 b2132=0.0821

b2232=0.0870 b3332=0.1215 b3432=0.0318 b4332=0.0318 b4432=0.0819 b1142=0.0822 b1442=0.0254

b3342=0.0318 b3442=0.0819 b4142=0.0254 b4342=0.0819 b1413=0.0263 b2213=0.0821 b4113=0.0263

b4413=0.0526 b1223=0.0821 b2123=0.0821 b2223=0.0870 b3323=0.1215 b3423=0.0318 b4323=0.0318

b4423=0.0819 b2333=0.1215 b2433=0.0318 b3233=0.1215 b4233=0.0318 b1143=0.0263 b1443=0.0526

b2343=0.0318 b2443=0.0819 b3243=0.0318 b4143=0.0526 b4243=0.0819 b1214=0.0822 b1314=0.0263

b1414=0.0030 b2114=0.0822 b2414=0.0254 b3114=0.0263 b3414=0.0526 b4141=0.0030 b4214=0.0254

b4314=0.0526 b1124=0.0822 b1424=0.0254 b3324=0.0318 b3424=0.0819 b4124=0.0254 b4324=0.0819

b1134=0.0263 b1434=0.0526 b2334=0.0318 b2434=0.0819 b3234=0.0318 b4134=0.0526 b4234=0.0819

b1144=0.0030 b1244=0.0254 b1344=0.0526 b2144=0.0254 b2344=0.0819 b3144=0.0526 b3244=0.0819

  这个例子主要用于观察算法1的迭代过程.随机生成对称张量B∈S[4,4]和随机向量x* ∈R4且张量B
和向量x* 元素取值均在[0,1].为了确保方程只有唯一的解,计算b=Ax*m-1-|x*|[m-1].这里取a=3,从
而计算出c=4.8998.为了检验本文算法1的有效性,将其与文献[9]中算法3.1进行对比发现,要达到相同

的精度,本文的算法1在迭代次数上并不具有优势,但CPU时间是占优势的,参见表3中的数值结果.分析

其原因,文献[9]中算法3.1是精确LM算法,每一迭代步需要精确求解LM 方程,这是比较耗费时间的.另
外从表4可以看到‖H(xk)‖随着迭代次数k的增加会快速趋于0.此外,‖Ψ(xk)‖随着迭代次数k 的增
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加亦会快速趋于0.这说明了算法具有良好的收敛性.
此外,选择不同的b值来测试算法的收敛结果.实验中式(9)中的参数a 取维15,数值结果见表5.其中

xs 表示方程的解,Iter表示迭代次数.
表2 基于张量B 的对称张量A = (ai1i2i3i4

)

Tab.2 SymmetrictensorsA = (ai1i2i3i4
)basedonthetensorB

a1111=4.8998 a2411=-0.0822 a3411=-0.0263 a4211=-0.0822 a4311=-0.0263 a4411=-0.0030 a1421=-0.0822

a2221=-0.1140 a2321=-0.0821 a3221=-0.0821 a4121=-0.0822 a4421=-0.0254 a1431=-0.0263 a2231=-0.0821

a4131=-0.0263 a4431=-0.0526 a1241=-0.0822 a1341=-0.0263 a1441=-0.0030 a2141=-0.0822 a2441=-0.0254

a1241=-0.0822 a1341=-0.0263 a1441=-0.0030 a2141=-0.0822 a2441=-0.0254 a3141=-0.0263 a3441=-0.0526

a4141=-0.0030 a4241=-0.0254 a4341=-0.0526 a1412=-0.0822 a2212=-0.1140 a2312=-0.0821 a3212=-0.0821

a4112=-0.0822 a4412=-0.0254 a1222=-0.1140 a1322=-0.0821 a2122=-0.1140 a2222=4.8998 a2322=-0.0870

a3122=-0.0821 a3222=-0.0870 a1232=-0.0821 a2132=-0.0821 a2232=-0.0870 a3332=-0.1215 a3432=-0.0318

a1232=-0.0821 a2132=-0.0821 a2232=-0.0870 a3332=-0.1215 a3432=-0.0318 a4332=-0.0318 a4432=-0.0819

a1142=-0.0822 a1442=-0.0254 a3342=-0.0318 a3442=-0.0819 a4142=-0.0254 a4342=-0.0819 a1413=-0.0263

a2213=-0.0821 a4113=-0.0263 a4413=-0.0526 a1223=-0.0821 a2123=-0.0821 a2223=-0.0870 a3323=-0.1215

a3423=-0.0318 a4323=-0.0318 a4423=-0.0819 a2333=-0.1215 a2433=-0.0318 a3233=-0.1215 a4233=-0.0318

a1143=-0.0263 a1443=-0.0526 a2343=-0.0318 a2443=-0.0819 a3243=-0.0318 a3333=4.8998 a4143=-0.0526

a4243=-0.0819 a1214=-0.0822 a1314=-0.0263 a1414=-0.0030 a2114=-0.0822 a2414=-0.0254 a3114=-0.0263

a3414=-0.0526 a4141=-0.0030 a4214=-0.0254 a4314=-0.0526 a1124=-0.0822 a1424=-0.0254 a3324=-0.0318

a3424=-0.0819 a4124=-0.0254 a4324=-0.0819 a1134=-0.0263 a1434=-0.0526 a2334=-0.0318 a2434=-0.0819

a3234=-0.0318 a4134=-0.0526 a4234=-0.0819 a1144=-0.0030 a1244=-0.0254 a1344=-0.0526 a2144=-0.0254

a2344=-0.0819 a3144=-0.0526 a3244=-0.0819 a4444=4.8998

表3 算法1与文献[9]中算法3.1比较

Tab.3 Algorithm1iscomparedwithalgorithm3.1inReference[9]

算法 迭代数(k) CUP时间/s ‖H(xk)‖的值

文献[9]中算法3.1 7 0.1584 3.1573e-07

算法 迭代数(k) CUP时间/s ‖H(xk)‖的值

本文中算法1 8 0.0239 5.9422e-07

表4 算法1的迭代过程

Tab.4 Theiterativeprocessofalgorithm1

迭代

数(k)
xk ‖H(xk)‖

0 (0.7094000,0.7547000,0.2760000,0.6797000)T 1.3163

1 (0.8422307,0.6974811,1.2423789,0.9132299)T 6.3270

2 (0.7942167,0.6519273,0.8406439,0.8304739)T 1.5207

3 (0.7805529,0.6157079,0.6228149,0.8092361)T 0.2866

4 (0.7756973,0.6016880,0.5448574,0.8027328)T 0.0173

迭代

数(k)
xk ‖H(xk)‖

5 (0.7753249,0.6005774,0.5385449,0.8022251)T 0.0011

6 (0.7753501,0.6006528,0.5389736,0.8022595)T9.2928e-05

7 (0.7753481,0.6006467,0.5389400,0.8022567)T7.4271e-06

8 (0.7753483,0.6006472,0.5389418,0.8022569)T5.9422e-07

3 结 论

本文提出了一个求解连续张量绝对值方程的非精确自适应LM 算法.分析了算法的全局收敛性和局部

二次收敛性.并通过数值实例来验证所做的理论分析及有效性和可行性.数值结果表明,本文所提出的算法

是有效的.
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表5 在不同b值下算法1的收敛效果

Tab.5 Convergenceresultsofthealgorithm1underdifferentbvalues

b xs Iter ‖H(xk)‖

(6.5193;0.2916;0.3978;0.6877)T (0.7487;0.2909;0.3326;0.3647)T 7 8.3269e-08

(0.5193;4.2916;1.3978;0.6877)T (0.3494;0.6589;0.4619;0.3692)T 8 1.7876e-07

(12.5192;4.2916;0.3978;1.6877)T (0.9274;0.6658;0.3684;0.5004)T 13 1.9457e-07

(3.8105;5.6592;4.1600;1.2695)T (0.5470;0.2963;0.7446;0.1889)T 10 8.2888e-08

(14.6726;5.0159;8.7308;0.8202)T (0.9847;0.7156;0.8389;0.4332)T 11 9.8872e-08

(8.8195;9.2913;0.3075;0.6908)T (0.8310;0.8505;0.3433;0.3979)T 8 1.1036e-07

(9.2292;8.9431;-0.2449;3.4425)T (0.8454;0.8398;0.2128;0.6187)T 9 5.9369e-07

(13.7010;3.3115;-0.0871;-0.0093)T (0.9542;0.6065;0.1553;0.2254)T 8 6.7323e-07

(5.3074;15.3418;-0.0553;13.9614)T (0.7237;1.0038;0.3535;0.9692)T 9 9.1864e-07
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TheinexactLM methodfortensorabsolutevalueequation

MaChangfeng,XieYajun

(SchoolofBigData;KeyLaboratoryofDataScienceandIntelligentComputing,

FuzhouUniversityofInternationalStudiesandTrade,Fuzhou350202,China)

  Abstract:Inthispaper,thetensorabsolutevalueequationsisreformulatedintotensorcomplementaryproblembyin-
troducingcomplementaryfunction.Forthereformulatedtensorcomplementaryproblem,anadaptiveinexactLevenberg-Mar-

quardt(LM)algorithmisproposed.Andconvergencetheoremofthealgorithmisproved.Numericalexperimentsshowthatthe

proposedalgorithmiseffective.

Keywords:tensorabsolutevalueequation;inexactLMalgorithm;convergenceanalysis;numericalexperiment
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