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具有 k个悬挂点的双圈图的 H arary指 数 

靳宇飞 ，雷英杰 ，侯 强 ，樊 恺 

(1．中北大学 理学院，太原 030051；2．东南大学 数学系，南京 211189) 

摘 要 ：双圈图是指顶点数等于边数减 1的连通图，Harary指数是指图中所有顶点对的距离倒数之和．基于 

此，主要研究了具有 k个悬挂点且两个圈只有一个交点的 阶双圈图有极大 Harary指数的图类： 

关键词 ：双圈图；Harary指数；悬挂点 

中图分类号 ：O157．5 文献标志码 ：A 

Harary指数是 1993年由文献[1—2]等为了刻画分子图的结构而独立引入的，Harary指数的定义为 

H cG 
。 。， 

．  

对于非连通图，因为任意两个不 同连通分支上的顶点距离为无穷大，倒数即为零，因此非连通图的 

Harary指数可以定义为 H(G)一 H(G )，这里 G ，G ，⋯，G 表示图G的连通分支． 

设图G为简单无向图，顶点集合为 (G)，边集为E(G)．设 ∈V(G)，G中与顶点 关联的边的数 目，称 

为 的度，记作d。( )或 ( )．度为l的顶点称为悬挂点，和悬挂点关联的边称为悬挂边．图G中两个顶点“， 

口的距离是指 和72之间最短路的长度，记为d(u， )．设 ∈ (G)，用N(“)表示 G中与U距离为 1的点构 

成的集合，用P ，C 分别表示 阶的路和圈．用B 表示一类含有 个顶点，k个悬挂点的双圈图，其中两 

个圈只含有一个交点，g 和g 分别为两个圈的圈长．设B 是，z阶双圈图，具体构造如下：在两个圈 

和 c 。的交点 W处分别添加k(走三三=1)条 。长的道路，其中，2一g +g。一1+ ，2 ，i一1，2，⋯，尼，且 J，2 一 
i= 1 

l 1，1≤ i，J 忌． 

近年来，关于图的研究已获得很多结果，文献E3]利用差值转移规则给出 5一临界图和 6一临界图(不含三 

圈)边数的新下界．文献I-41证明沙漏图的线图是由它的(无符号)拉普拉斯谱唯一确定的．关于图的 Harary 

指数研究成果可参考文献[5—9]．文献ElO]研究了单圈图的Harary指数的最大、次大和第三大值，以及对应 

的极图．文献[11]研究了具有k个悬挂点的 阶单圈图的Harary指数，并给出了具有极大 Harary指数的图 

类．本文研究了具有 愚个悬挂点且两个圈只有一个交点的 阶双圈图有极大 Harary指数 的图类． 

1 相关引理 

引理 1E 设 H，X，y是 3个两两不相交的连通 图．设 ， 是 H 的两个顶点 ， 是 X的一个顶点，‰ 是 

y的一个顶点．设 G是把H 中 和X中的7d。粘贴在一起，把 H 中的 和y中的U。粘贴在一起所得到的图． 

设 G 是把 H 中的 和 X 中的 。以及 y中的 。粘贴在一起所得到的图，G 是把 H 中的 和 X 中的 

以及 y 中的 。粘贴在一起所得到的图，那么有 

H(G )> H(G)或 H(G )> H(G)． 
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引理 2[’ 设 G是阶数 三三=2的连通图， 是G的顶点．设 G 是G在U处分别掭加两条长为k和l的 

路 P和Q后得到的图，其中P：删 732⋯ 和Q：删1 ⋯U ，“ “， 和 73 “， 是不同的点(见图 1)．如果 

k z 1，那么 H(Gk， )> H(G抖lI』一 )． 

Gk， Gnl̈  

图1图 ，和 

引理3 设G∈B ，G是B 中 Harary指数最大的双圈图，则双圈图G的两个圈上存在唯一 

的顶点 叫，使得 d。(叫) 3，并且该点就是两个圈的交点． 

证明 假设 W是两个圈的交点，圈上存在一个点 ld, 使得U ≠ W且d(“ )三三=3．令 N( )一 {Ui+ ，UH， 

．7C1，⋯，z }，N( )==={t1，⋯，t )， ，u 一1分别 是 圈上 的点 ，设 G1一 G一 { zl， 2，⋯ ， z }+ {WSC1， 

，⋯，WX )，由引理 1可知，H(G )> H(G)，这与已知G的 Harary指数是最大的矛盾，原命题得证． 

引理 4[ 。] 

号～ 

f ∑÷+1， 是偶数， 

H(P )===1+ ∑÷，H(CH P H C )一J )===1+ >：÷， )一 ‘ j ÷
， 是奇数． 

引理5 设G∈B 'g2,k，G中包含圈C ：7d1 732⋯73 与圈C 。：Ul z⋯ 。“ ，将圈C 上的点 和圈C 

上的点 U 黏合成一点，记作 硼，然后在 W处添加 尼条几乎一样长的路得到的图记作 G，G— G一{"Us'U ， 

， 卧  )+{ ， ， 升 )，其中 和 满足 一r ]， 一r ]．G和G如图 2所示，有下 

面结论 ： 

(1)当 g 是偶数，g 是奇数，g 一g。> l时，H(G)一H(G)> 0 

(2)当 g 是奇数，g。是偶数，g 一g > 1时，H(G)一H(G)> 0 

(3)当 g1是偶数，g2是偶数，g 一g > 1时，H(G)一H(G)> 0 

(4)当 g 是奇数 ，g 是奇数 ，g 一g = 2时 ，H(G)一H(G)< 0，g 一g。> 2时 ，H(6)一H(G)> 0． 

证明 设 丁表示在W点添加的树．下面分 4种情况进行讨论． 

情况 1 当g 是偶数，g 是奇数时， 
g2+1 

1 
gl 

1 
g1 

1 

g2—1 gl--2 
—

2— 一  
，

—  一  ‘  一  —  一  —  —  

H‘G 一日‘G 一(gz+1 ÷+ +(g 一1) 了1一g I—gz ÷+2 甄1 + 

V

∑
(T)-- 

1

W z∈ { )鱼兰— J_ r叩 ⋯ 、 

当 g1一g2> 1时 ， 

2寿一 V∑(T)--㈨ 1· 

+ (z，伽)’ 

高 
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g】--g g，--1 g1--2 

2 毒  客去 毒 1· 9 。‘ 9 0‘ z 午9 0‘ 
T

g2+1
—

1 

H(G)一H(G)>(g。+1)∑ 
一 1 

G 

情况2 当 g 是奇数，g 是偶数时， 

1 
_  

Z 

粤---- i 

g2+1毒 i + 

图2图G和G 

> 0． 

g2 g·一 l g1— 1 g9 g，一 1 

⋯ cG⋯  2÷ 萎-l 1～妾÷～ 
i 1
÷⋯ 2 1 I+ H(G)一H(G)一(g。+1)∑÷+(g 一1)∑了+1一g ∑÷一g。∑÷一1+2∑ 一+ 

l一 1 f一 1 。 t； 1 ‘ = f一 6 Z 

露1 + 1V(T)-- -4-2 一_曼 二 。 ∈ { ) r 、 

2 。 2 。⋯ ⋯  

当 g1一g2> 1时 ， 

_、 

∈V(T)-- {w) 

g，一 l 

2∑ 
i= 1 

一  

1 
一  

曼 二 上 ∈ 
2 。 2 

1 

gl-- 一1
-

F d(x,w)’ 

g1--1 

1 

+ ( ， )‘ 

2 一 ⋯ ～ 

H cG 一HcG >cg + ，骞÷+cg 一 2了1+ 一g 骞了1g2 一gz ÷一 + 苎[ 一l 譬一 

情况3 当g 是偶数，gz是偶数时， 

1 I o 
F 十 一 > 0． 
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1 一． 
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g2 

T 

H(G)一H(G)一(g2+1)∑ 
i= 1 

∑ 
∈V(丁)一 

当g 一g >1时， ∑ 
∈ (r)一 

等+ 等+ 一一 z∈V厶(T)- 9 

1 

")娶+d(x，叫) 

) + d(x，叫) 

g l 
1m -- ~ 

当g1_g2-2 H( _H(G)>2墨方一事一 1g2 一毒 · 詈十z 警 
当 g 一g2> 2时 ， 

孕 譬一 

H( (G) 参÷ 墓寿一 1一 1g2 一毒+ ： ： 号十2 号 
因此当 g 是偶数，g。是偶数，g 一g > 1时，H(G)一H(G)> 0． 

情况 4 当g 是奇数，g 是奇数时， 

2 Z 

2 

g2十 l
， 

gl l gl— l g2一 I 

H(G)一H(G)===(g +1)∑ _『1+1+(g 一1)∑ 了1+1一g ∑÷一gz∑ 
z一 1 i= 1 。 i= 1 = 1 

gl
_ ~

，

1
—

1 

2薹 1 + 工1 
2 。 

因为g 一g。 2时， ∑ 
∈V(T)一 

H(6)一H(G)一一 

∑ 
z∈V(D 一 

1 

} + ( ， ) 2 一 一 ～ 

1 

+ (z， )’ 

玎 一  ∑ ㈨ + ，叫)一 

H(G)一 H(G)>一 

1 

丁g~--1+ (z
，叫) 

1 + 1
— 2喜 

为了方便讨论，取 g 一2n +1，g 一 2n +1，则有： 

． 2 + 

i 1 一 6 z { 

当 1一 2+1时，即g1一g2—2时， 

1 ． 

Z 

，所以，当g 一gz一2时， 

． 当 gl—g2> 2时， 
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H cG 一HcG 一 嘉 1 +n 1~ + 一 2一 n1 了1+ <。． 
当 l> 2+1时 ，即 g1一g > 2时， 

觚 一 >_ 妻 ÷+" 1 1 +南 一蓦 一 + 

妻。了I+ > 一 l一 > 一 >。． 
2 主要结果 

定理 1 设 G∈B ，G的 Harary指数取得最大，那么 G兰B ． 

证明 根据引理3可知，只有两个圈的交点的度大于等于 3．那么G应该是在两个圈的交点叫处添加一 

个有 忌个悬挂点的树T而得到的图．现在证明对于 丁中每一个点 ( ≠训)有 ( ) 2．采用反证法，假设 

存在一个点 ∈ (丁)＼{W)，使得 d(v )三三三3．设 N(v )一 {z “， }，N(叫)一 {t ，⋯，t )，其中z 和t 在 

W到 的路上 ，t1和 t2在一个圈上，t。和 t 在另一个圈上 ，r 3．设 G1一 G一 {7d z。，⋯， z，}+ {眦 。，⋯， 

WX }，由引理 1可得：H(G )> H(G)，这与已知 G的Harary指数最大矛盾．这样一来，G是在两个圈的交点 

处添加 k条路后得到的图．最后证明 l” 一，z，I 1，1 i，J k．采用反证法，设有两条路 P 和P 满足 

—  三三三2， 三三三2．其中 P ：U1⋯“ ，P ：W1⋯W ， 1一 1一W．设 G1一G一 { 一1 )+ {叫 )，那么G1∈ 

B2, ．由引理 2，H(G )> H(G)，与已知G的 Harary指数最大矛盾．综上所述 G兰 B ． 

将引理 5中G到G的变换称为F变换．对任意的G∈B ， 反复使用 F变换，很容易得到下面的 

定理． 

定理 2 对任意的G∈B 、， ，n ，，z。，⋯， 是固定时，则有： 

(1)当g +g。是奇数时，g ：r {望]，g 一 堡』对应的图的Harary指数取得最大值； 

(2)当g +g2是偶数，鱼丢 是奇数时，g ===g ===鱼之 对应的图的Harary指数取得最大值； 

(3)当g +g 是偶数，哗 是偶数时，g 一哗 +1，g。一 一1对应的图的Harary指数 

取得最大值． 

定理 3 设 G1∈B ，Gl中包含圈C ： 1t，2⋯ 与圈 ： 1“2⋯ 2 1，将圈 的点 W1和圈 

C 的 点 “ 黏合成一点，记作 叫，然后在 W处添加 k条路 P ，P。，⋯，P ，长度分别为 ，nz，⋯， ，满足 

1 2 三三三⋯ 三三三 ，G2一G1一{叫 1砌 l，Us 1}+{W 1 ，W 1 1}，其中s—r ]．取g—min{g1，g2)， 

若 g 2n ，则 H(G ) H(G )，G 和G 如图3所示． 

证明 设 g 一g—rain{g ，g。}．下面分 4种情况进行讨论． 

情况 1 当g 是奇数，gz是奇数，且 g 2n ～1时， 

n1-- 12 2 
． 

1 ． “ _ 

H(Gz)一H(G )一(g1-F 1)~ ÷+1一g 了1+(1+ ÷)一( +( +1) ÷)+ 
n 1 1 

+ 

k ni

五 +2喜 一 k ni而1—2 2 1—2喜一11 1 nl~-i一 五蠡 + 五甄 +2 五 一 再一2 ； 一2 ——一 

一  一 蕃 +毫砉f毒 一 n~--l-j]+2喜g2--I f毒 一 ]． 
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因为 g 2nl一1，所 以 
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图3图G，和G2 

情况2 当g 是奇数，g。是偶数，且 g 2n 一1时， 
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+ i l+ 
I 

情况 3 当 g 是偶数，g 是奇数，且 g 2n 时， 
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因为 g 2n ，所以 

H (G2)一 H (G1) 1一 

+ 

情况 4 当g 是偶数，g 是偶数，且 g 2nt时， 

H(G2)一 H(G )一 (g1+ 1) 

一  

9 

2∑ 

+ 

g1 
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一  

等+ 
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Harary Index of Bicyclic Graphs with k Pendent Vertices 

JIN Yufei ，LEI Yingjie ，HOU Qiang ，FAN Kai 

(1．School of Science，North University of China，Taiyuan 030051，China； 

2．Department of Mathematics，Southeast University，Nanjing 211189，China) 

Abstract：Bicyclic graphs are connected graphs in which the number of vertices equals the number of edges minus one． 

The Harary index is defined as the sum of reciprocals of distances between all pairs of vertices of a graph．The graphs with the 

largest Harary index among bicyclic graphs(only one vertex in tWO cycles)on n vertices and k pendent vertices are character— 

ized． 

Keywords：bicyclicgraphs；Harary index；pendent vertex 
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