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利用反预报方法从截面预言近滴线丰质子核的结合能
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摘　要：在Ｏｒｉｇｉｎ等数据处理软件中，当实验数据较少时，自由参数的不同初始化设置会导致较大的结果差

异，这为物理结果的确定带来较大不确定性．通过最小二乘法分析了３４５ＭｅＶ／ｕ７８Ｋｒ＋ ９Ｂｅ反应中产生的丰质子同

位素的截面和结合能，并得到线性回归方程．通过回归方程，利用结合能预报部分丰质子核素的截面，以及通过实验

截面对近质子滴线核素的结合能进行反预报测量．这对于近质子滴线的丰质子核素实验测量具有较好的借鉴意义．
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在实验数据处理中，由于Ｏｒｉｇｉｎ等软件具有数据拟合、过程简洁、作图美观等优点所以被广泛使用．这

类软件的拟合过程通常是把物理量之间的关联按照对应的函数关系进行拟合，进而得到这些物理量关联的

回归方程．除了内置的标准函数之外，使用者也可以通过自定义函数进行分析
［１］．但在拟合过程中，尤其是实

验数据较少时，Ｏｒｉｇｉｎ对实验数据的选择和拟合过程的初始化会导致所得到的回归方程具有较大的变化，稳

定性差．此时使用者无法判断所得到的回归方程是否符合物理实际，并难以确定所提取的物理量是否准确，

这将为利用Ｏｒｉｇｉｎ软件进行实验数据分析带来困难．

通过重离子核反应产生近滴线核素是实验核物理中产生和寻找奇异核素的一种基本方法．而质子滴线

附近的核素对于核天体物理中的众多关键过程都具有重要的作用［２］，因此丰质子同位素一直受到理论和实

验核物理学家的关注．但在实验上质子滴线附近核素产额非常低，关于它们产额规律的研究也较少，所以难

以系统的从实验上研究它们的性质．本文将介绍通过现代误差理论与测量技术的常用的方法之一的“最小二

乘法（ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｍｅｔｈｏｄ，ＬＳＭ）”研究丰质子核的产额分布提取质子滴线附近核素结合能进行“最佳”估

值的实验数据分析方法．

１　研究问题

一定数量的中子有助于抵消核内质子的库伦相互作用，而一定的中子丰度有助于保持核素的稳定．因此

中质比较低的同位素（丰质子同位素）由于库伦斥力的原因难以稳定结合，所以核素的数目较少．质子滴线附

近核素的中子质子不对称度（犖／犣）通常并不大，相对于丰中子核素来说，通过系统方法研究丰质子核素的

性质存在较大的困难．

Ｂｌａｎｋ等利用日本理化研究所的大型放射性核束分离器（ＲＩＫＥＮＢｉｇＲＩＰＳ）测量了３４５ＭｅＶ／ｕ
７８Ｋｒ＋

９Ｂｅ反应中产生的部分近质子滴线核素的产生截面
［３］．这为通过产生截面从实验上确定它们的结合能提供了

可能．Ｔｓａｎｇ等人在研究丰中子核素Ｃｕ时得到余核截面（σ）和每核子平均结合能（〈Ｂ′〉）关联的指数经验规

律，并指出可以根据经验规律通过确定相关回归方程对结合能进行反预报［４］．该经验规律的形式如下
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σ＝犆ｅｘｐ［（〈犅′〉－８）／τ］， （１）

其中，〈犅′〉是利用对能修正后的每核子平均结合能；犆和τ为自由参数，可通过σ～〈犅′〉关联进行最小二乘

法拟合得到．已有工作证明丰质子核素的产额和平均结合能与丰中子核素存在相同的指数关联
［５］．但由于丰

质子同位素的数据较少，用Ｏｒｉｇｉｎ拟合得到的回归方程容易受到偏离数据点的影响，不能给出可靠的结果．

必须利用其他方法根据（１）式的关联，通过截面通过反预报方法预言这些丰质子核素的结合能．

２　分析方法

２．１　最小二乘法

最小二乘法是一种基于部分实验数据求未知量“最佳”估值的方法．其原理是使等精密水平的因变量狔

的残差平方和（ｒｅｓｉｄｕａｌｓｕｍｏｆｓｑｕａｒｅ，ＲＳＳ，犚）或标准差的平方为极小值
［６］．将（１）式稍作变形后可当作截距

不为零的一般直线进行最小二乘法拟合，即

ｌｎσ＝〈犅′〉／τ＋（ｌｎ犆－８／τ）， （２）

其中 〈犅′〉为自变量，ｌｎσ为因变量，１／τ和（ｌｎ犆－８／τ）分别为斜率和截距，这个截距不为零的一般线性函数

可简化为：

狔＝犫１狓＋犫０． （３）

　　对于截距不为零的一般直线最小二乘法拟合，需要因变量狔犻 的残差平方和最小．其残差平方和公式为

犚＝∑［狔犻－（犫１狓犻＋犫０）］
２． （４）

残差平方和最小的充要条件为δ
（犚）

δ犫０
＝０和

δ（犚）

δ犫１
＝０．通过条件易导出斜率、截距的表达式

犫１＝
∑（狓犻－珚狓）狔犻

∑（狓犻－珚狓）
２
， （５）

犫０＝
∑（∑狓

２
犻／狀－珚狓狓犻）狔犻

∑（狓犻－珚狓）
２

＝珔狔－犫１珚狓， （６）

其中狓犻，狔犻 为已知实验数据，珚狓，珔狔为已知实验数据的平均值，狀为已知实验数据的组数．综上，对丰质子核素

的截面和结合能的分析过程主要通过残差平方和计算得到直线的截距和斜率，进而确定最优化的回归方程．

２．２　回归直线中的相关计算

２．２．１　回归直线的预报问题

运用数理统计知识可以证明，求出回归直线的斜率和截距可以进行预报，即根据已知自变量求因变量的

过程［６］．对于给定值狓′，通过简单计算就可以预报出相对应的因变量狔′＝犫１狓′＋犫０，此预报值的不确定度公

式通过下面

犝狔′＝狋ν＝狀－２狊狔 １＋
１

狀
＋

（狓′－珚狓）
２

∑（狓犻－珚狓）
２槡

（７）

求得，其中，狋ν＝狀－２，狊狔 分别为狋因子和因变量标准差，其中因变量标准差狊狔 反映了最小二乘法拟合质量的高

低．而狋因子主要与自由度以及置信概率有关．在最小二乘法中，利用狀组数据求得了斜率和截距这两个未知

量，所以它的自由度ν＝狀－２．通常情况下置信概率取狆≈０．９５，双侧区间对应的狋值计算公式为
［７］

犜０．９５，ν ≈１．９５９＋
２．４０６

ν－１．０６４
，ν３， （８）

而因变量标准差主要与斜率和截距有关，即

狊狔＝
犚

ν槡 ＝
∑（狔犻－（犫１狓犻＋犫０））

２

狀－２槡 ，ν＝狀－２． （９）

由此得到预报的物理量的测量值以及不确定度犝狔′ ．
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２．２．２　回归直线的反预报问题

反预报问题也称反预测、控制或校准问题［６］．对于通过因变量的犿′次重复测量得到平均值珔狔′，再得到反

预报值珚狓′的这种方法过于复杂，且物理实验数据分析中不常用到，所以这里就不再赘述．对于大多数实验数

据分析中，因变量狔′只测一次，其反预报自变量的方程为

珚狓′±狋狊珔狓′＝（珚狓＋
珔狔′－珔狔

犫１
）±狋

狊狔

犫１

（珔狔′－珔狔）
２

犫２１∑（狓犻－珚狓）
２
＋
１

狀
＋
１

犿′槡
． （１０）

一般情况下，上述公式中的１／犿′＝１，狋狊珔狓′ 为反预报自变量的不确定度．

３　结果和讨论

图１给出了３４５ＭｅＶ／ｕ７８Ｋｒ＋ ９Ｂｅ反应中犣 ＝２２（Ｔｉ元素）的丰质子同位素截面σ和每核子结合能

〈犅′〉之间的关联，用犐≡犖－犣表示核素的中子剩余度．实心方块代表实验测得的截面和结合能，半填充方

块代表仅有实验结合能（截面为预报值），空心方块代表仅有实验截面（结合能为反预报测量值）．表１中列出

了３４５ＭｅＶ／ｕ７８Ｋｒ＋ ９Ｂｅ反应中犣＝２２（Ｔｉ元素）丰质子同位素截面σ和每核子结合能〈犅′〉的部分数据，

其中带上角标为预言值．直线是利用实心方块关联通过最小二乘法计算得到的线性回归方程．图１中犐＝

－４，－１，０和１的这四个同位素的截面、结合能全为实验测量值，但由于实验值太少，Ｏｒｉｇｉｎ拟合得到的回归

函数受自由参数的初始化设置影响，导致拟合结果稳定性较弱，所以将通过它们的σ～ 〈犅′〉关联确定回归

方程．犐＝－２（４２Ｔｉ）和－３（４１Ｔｉ）仅有结合能的实验测量值，但没有实验截面．通过回归方程利用实验结合能

预报截面．犐＝－５（３９Ｔｉ）的同位素有截面的实验测量值，但缺少结合能的实验值，本文利用截面通过回归方

程对结合能进行反预报实验预言．

首先，通过犐＝－４，－１，０和１核素

的截面和结合能数据进行最小二乘法拟

合得到最优回归方程．利用（５）式和（６）式，

通过计算确定了（３）式中犫０和犫１的值，据

此确定了Ｃｕ丰质子同位素截面和结合能

关联的回归方程．根据回归方程（３）式和变

形后的（２）式，计算得到了自由参数犆 和

τ，其结果分别为犆＝ｅ
犫０＋８犫１ 和τ＝

１

犫１
．然后

通过（３）式和（７）式预报犐＝－２和犐＝－３

同位素的截面σ及其不确定度犝狔′，其值

分别为（１．０４±０．２４）×１０－３ ｍｂ和（８．５６±

１．２４）×１０－６ ｍｂ．

其次，对于犐 ＝ －５的同位素，通过

（３）式和（１０）式对结合能及其不确定度进

行反预报，确定其结合能为２９９．４８１±

５．５２４ＭｅＶ．与原子核质量表ＡＭＥ１６中的系统评估结合能（２９５．３８６ＭｅＶ）
［８］、整体结合能误差水平较好的微

观－宏观模型计算的 ＷＳ４结合能（２９４．７２４ＭｅＶ）相比
［９－１０］，本文通过截面反预报预言的结合能存在差异，

但这两种理论值均在本文预言的结合能的误差范围以内．这表明通过截面反预报的结合能具有较高的可信

度．这也是首次对近质子滴线核素３９Ｔｉ的结合能进行的较高精度预言．

４　总　结

对于样本较少的实验数据处理分析，Ｏｒｉｇｉｎ等分析软件的拟合回归方程容易受到影响，难以从分析上确

定恰当的回归方程．本文通过近质子滴线丰质子核素的实验测量截面和它们每核子平均结合能的关联，确定
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了它们的截面和每核子平均结合能的回归方程，并利用该回归方程预言了４１，４２Ｔｉ在３４５ＭｅＶ／ｕ７８Ｋｒ＋ ９Ｂｅ

反应中的产生截面；同时利用该回归方程的反预报方法，从实验测量３９Ｔｉ的截面对其结合能进行了预言．与

理论研究结果相比较，本文所预言的３９Ｔｉ的结合能在误差范围内包含理论结果．本文的最小二乘法对于在实

验值较少情况时的实验数据分析和实验结果提取具有较好的借鉴作用．除此以为，利用回归方程成功预言了

部分截面和结合能均未知的核素，为利用高精度储存环研究同位素余核实验的测量提供了信息［１１］．

表１　３４５犕犲犞／狌７８犓狉＋９犅犲反应中产生的丰质子同位素截面和每核子平均结合能〈犅′〉之间的数据

犃 犖 犐 σ／ｍｂ 〈犅′〉／ＭｅＶ

３９ １７ －５ （６．８０±７．３０）×１０－１０ ７．６７７±０．０８２

４０ １８ －４ （２．６０±１．５０）×１０－８ ７．８１５±０．００４

４１ １９ －３ （８．５６±１．２４）×１０－６ ８．０３４±０．０００７

４２ ２０ －２ （１．０４±０．２４）×１０－３ ８．２１６±０．００００７
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