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一类非线性Schrödinger方程的数值解

李用声,项少婷,付一平

(华南理工大学 数学学院,广州510640)

摘 要:对一类非线性Schrödinger方程的周期初边值问题的数值解进行了研究,对该方程提出了一种隐式差

分格式,证明了该差分格式满足两个离散的守恒律,并在此基础上验证了差分格式的解在最大模范数意义下是收敛

到其解析解的,且该差分格式的收敛阶为O(τ2+h2),其中τ是时间步长,h是空间步长.
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信号 在 光 纤 中 的 传 播 过 程 可 以 表 述 为 非 线 性 Schrödinger方 程,通 常 情 况 下 无 法 求 出 非 线 性

Schrödinger方程的解析解,那么对于此类方程的数值研究就显得极为重要,关于Schrödinger方程的数值研

究已有许多成果[1-11],研究非线性Schrödinger方程的数值方法主要有有限差分法,有限元法,分裂步长快

速傅立叶变换法等,而有限差分法由于其易理解并且可以衡量数值近似过程的误差而被广泛应用.对于二阶

非线性Schrödinger方程数值解法的研究已有十分丰富的成果,文献[7]首先提出了有限差分方法;文献[4]
建立了关于方程∂tu-iΔu=if(u)的两个隐式Crank-Nicolson型差分格式并分析了差分格式解的存在性和

唯一性以及误差估计;文献[8]利用差分方法研究了方程i∂tu+iαu-∂2xu+qu(|u2|p+1+α|x|)=0的二

层差分解,并对差分格式进行了数值模拟.文献[9]研究了一类二阶非线性Schrödinger方程,作者在假设τ2

h
足够小的情况下运用数学归纳法和离散能量法证明了他提出的两个差分格式的解依平方模收敛到原问题的

精确解,且其收敛阶为O(τ2+h4);文献[10]则给出了问题

i∂tu+η∂2xu+qu|u|2=0, x∈R,t>0,

u(x,0)=u0(x), x∈R,

u(x,t)→0, |x|→ ∞,t>0

ì

î

í

ï
ï

ïï

(1)

的两个紧致差分格式,这两个紧致差分格式在对网格比没有任何要求的情况下,满足两个守恒律并且差分格

式的解在最大模意义下无条件收敛到其精确解,且其收敛阶为O(τ2+h4).但对于三阶非线性Schrödinger
方程有限差分方法的研究还比较少,文献[12]与文献[13]分别给出了两个三阶非线性Schrödinger方程的

一个亮孤子解、一个暗孤子解和两个数值解与解析解的对比图,但并没有给出数值解的具体公式以及误差分

析.文献[14]利用差分方法研究了方程:i∂tu+α∂2xu+iβ∂3xu+3γ|u|2∂xu+δ(|u2|u)=f在满足αγ=δβ
时的数值解.基于对有限差分法的改进,作者的方法有效地解决了上述方程中非线性导数项|u|2∂xu带来的稳

定性困难,在文章中作者给出了差分格式的稳定性分析和误差估计,并通过数值实验验证了有限差分法的效率.
本文考虑下列一类高阶非线性Schrödinger方程[15]

i∂tu+α∂2xu+iβ∂3xu+iγ∂x(|u2|u)+δ(|u2|u)=0,

u(x,0)=φ(x),

u(x,t)=u(x+L,t).

ì

î

í

ï
ï

ïï

 x∈ [xL,xR],t⩾0, (2)
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其中i= -1,α,β,γ,δ 为常实数.方程(2)的1式是由描述脉冲在光纤中传输的方程做无量纲化处理后得

到的:

i∂TA+iβ1∂XA+
1
2α∂

2
XA+

1
6iβ∂X

3A+
γ
ω0

i∂X(|A2|A)=0. (3)

(3)式就是非线性色散光波系统中信号传输的基本方程,其中1/β1 是群速度,α,β 对应二阶和三阶色散系

数,γ 是非线性克尔系数,ω0 与自陡峭效应有关.
在文献[15]中,已经证明了问题(2)当初值u(x,0)∈Hk(R)时,存在唯一解u(x,t)∈W(k,T),其中

W(k,T)={u(x,t)|∂stu∈L∞(0,T;Hk-3s}s,k为非负整数,满足k⩾3,s⩽
k
3
,并且具有如下的守恒律:

‖u(x,t)‖2=‖u(x,0)‖2,E(u(x,t))=E(u(x,0))(βγ≠0). (4)

其中E(u)=∫R
|∂xu|2dx-

γ
2β∫R

|u|4dx+
α
β

-
δ
γ

æ

è
ç

ö

ø
÷Im∫R

u∂x􀭵udx.

本文对初边值问题(2)提出了一种非线性差分格式,去掉了文献[14]中关于系数的限制条件,并证明了

该差分格式满足守恒律.在非线性方程差分格式的收敛性分析中,最大的困难就是如何获得差分解在最大模

意义下的先验估计,非线性导数项∂x(u|u2|)是困难的最主要来源,利用守恒律,然后运用能量分析和离散

的Sobolev不等式来获得差分解的先验估计,最后给出了差分解的收敛性.

值得注意的是,由于非线性项∂x(u|u2|)带来的困难,在差分格式收敛性分析中假设τ
h2取适当值.本文主

要定理如下.
定理1 设 {un

j|0⩽j⩽J,0⩽n⩽N}为方程(2)的解,{Un
j|0⩽j⩽J,0⩽n⩽N}为差分格式

(13)~ (15)式的解.记{en
j =un

j -Un
j,|0⩽j⩽J,0⩽n⩽N},当h,τ,τ

h2 取适当值时有 ‖en‖∞ ⩽

O(τ2+h2),0⩽n⩽N.

1 预备知识

对区域 [xL,xR]×[0,T]作网格剖分,取空间步长h,时间步长τ,xj =xL +jh,j=0,1,2,…,J,J=
xR -xL

h
,tn =nτ,n=0,1,2,…,N,N =

T
τ

在本文中记un
j =u(xj,tn).为了方便起见,我们约定如下符号:

δun
j =(un

j)̂x =
un

j+1-un
j-1

2h
,(un

j)̂x̂x =
un

j+2-2u
n
j +un

j-2

4h2
,(un

j)̂x̂x̂x =
un

j+3-3u
n
j+1+3u

n
j-1-un

j-3

8h3
,

δmun
j =δ(δm-1un

j),(un
j)t=

un
j -un-1

j

τ
,(un

j)̂t=
un+1

j -un-1
j

2τ
,F(un

j)=
1
4
(􀭵un

j+1un
j+un

j+1􀭵un
j+􀭵un

j-1un
j+un

j-1􀭵un
j).

记Z0
h={un

j|un
j=un

j+J,0⩽j⩽J,0⩽n⩽N}.并引入如下的内积与范数记号:(un,vn)=h∑
J

j=1
un

j􀭵vn
j,(un,

un)=‖un‖2,‖un‖p
p =h∑

J

j=1
|un

j|p,‖un‖∞ =max
j

|un
j|.

引理1 对于任意两个网格函数u,v∈Z0
h,有以下等式成立

(ûx,v)=-(u,v̂x),(ûx,v̂x)=-(u,v̂x̂x). (5)

  由(5)式,易知

(u,ûx̂x)=-(ûx,ûx)=-‖ûx‖2,
(u,v̂x̂x̂x)=-(ûx,v̂x̂x)=(ûx̂x,v̂x)=-(ûx̂x̂x,v),(u,ûx̂x̂x)=0.{ (6)

  证明 对于u,v∈Z0
h,有

(ûx,v)=∑
J

j=1

(uj+1-uj-1
)􀭵vj

2h h=-∑
J

j=1

(􀭵vj+1-􀭵vj-1
)uj

2h h+
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-u1􀭵v0+uJ+1􀭵vj -u0􀭵v1+uj􀭵vJ+1

2 =-(u,v̂x), (7)

同理易证引理中其余式子均成立.

引理2 对于任意网格函数u∈Z0
h,有 ‖ûx‖22 ⩽

1
h2‖u‖

2
2.

证明 对于u∈Z0
h,有

‖ûx‖22=∑
J

j=1

uj+1-uj-1

2h

2

h⩽∑
J

j=1
|
2|uj+1|

2
+2|uj-1|

2

4h2 h⩽
1
h2‖u‖

2. (8)

  引理3[10] 对于序列ω={ω0,ω1,…,ωn,ωn+1}和g={g0,g1,…,gn}有

|2τ∑
n

l=0
gl(ωl)t|⩽|ω0|2+τ∑

n

l=1
|ωl|2+|ωn+1|2+|g0|2+τ∑

n-1

l=0
|(gl)t|2+|gn|2. (9)

  引理4[7](离散的Gronwall不等式) 设ω(n)⩾0且存在常数C1 >0,C2 >0使得

ω(n)⩽C1+C2τ∑
n-1

k=0
w(k),0⩽nτ⩽T, (10)

有:ω(n)⩽C1e
C2T,0⩽nτ⩽T.

引理5[7](离散的Sobolev不等式) 对任何网格函数U ∈Z0
h,有

‖δkU‖p ⩽K‖U‖1-
k+12-1p

n
2

(‖δnU‖2+
‖U‖2
ln

)
k+12-1p

n , (11)

其中:2⩽p⩽ ∞,0⩽k<n,K 是一个与U 无关的常数.
引理6 对任何网格函数U ∈Z0

h,有Re((F(U)U)̂x,U)=0.
证明 对于U ∈Z0

h,有

Re((F(U)U)̂x,U)=-Re(F(U)U,Ux̂)=-
1
4Re∑

J

j=1

(􀭿Uj+1Uj +Uj+1
􀭿Uj +

􀭿Uj-1Uj +Uj-1
􀭿Uj)Uj(􀭿Uj+1-􀭿Uj-1)=0. (12)

2 差分格式的建立和误差估计

对于非线性Schrödinger方程(2),假设u(x,0)∈H1,提出一种差分格式,步骤如下.
第一步:

U(x,0)=u(x,0). (13)

  第二步:对于j=0,1,…,J,

i(U1
j)t+

α
2
(U1

j +U0
j)̂x̂x +

iβ
2
(U1

j +U0
j)̂x̂x̂x +

iγ
8
(F(U1

j +U1
j)(U1

j +U0
j))̂x +

δ
8F
(U1

j +U1
j)(U1

j +U0
j)=0. (14)

  第三步:对于n=1,2,…,N,j=0,1,…,J,

i(Un
j)̂t +

α
2
(Un-1

j +Un+1
j )̂x̂x +

iβ
2
(Un-1

j +Un+1
j )̂x̂x̂x +

iγ
8
(F(Un-1

j +Un+1
j )(Un-1

j +

 Un+1
j ))̂x +

δ
8F
(Un-1

j +Un+1
j )(Un-1

j +Un+1
j )=0,

Un
j+J =Un

j.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(15)

  定理2 差分格式(13)~(15)式满足以下守恒律

‖Un‖2=‖Un-1‖2, (16)

‖U1
x̂‖2-

γ
4β∑

J

j=1
hF(U0

j +U1
j)|U1

j|2+(
α
β

-
δ
γ
)Im∑

J

j=1
hU1

j(􀭿U1
j)̂x =
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‖U0
x̂‖2-

γ
4β∑

J

j=1
hF(U0

j +U1
j)|U0

j|2+(
α
β

-
δ
γ
)Im∑

J

j=1
hU0

j(􀭿U0
j)̂x, (17)

当n=1,2,…,N 时:

‖Un+1
x̂ ‖2-

γ
4β∑

J

j=1
hF(Un+1

j +Un-1
j )|Un+1

j |2+Im(
α
β

-
δ
γ
)∑

J

j=1
hUn+1

j (􀭿Un+1
j )̂x =

‖Un-1
x̂ ‖2-

γ
4β∑

J

j=1
hF(Un+1

j +Un-1
j )|Un-1

j |2+Im(
α
β

-
δ
γ
)∑

J

j=1
hUn-1

j (􀭿Un-1
j )̂x. (18)

  证明 先证(16)式,第一步,U(x,0)=u(x,0).
第二步,将差分格式(14)式与h(􀭿U1

j+􀭿U0
j)相乘并将j从1到J 累加可得:

i(U1
t,U1+U0)+

α
2
((U1+U0)̂x̂x,U1+U0)+

iβ
2
((U1+U0)̂x̂x̂x,U1+U0)+

iγ
8
((F(U1+

U0)(U1+U0))̂x,U1
j +U0

j)+
δ
8
(F(U1+U0)(U1+U0),U1+U0)=0, (19)

将(19)式左右两边取虚部并注意到:

Imi(U1
t,U1+U0)=

1
τ
(‖U1‖2-‖U0‖2). (20)

用 (U1+U0)̂x̂x 与U1+U0 作内积并取虚部:

Im((U1+U0)̂x̂x,U1+U0)=-Im((U1+U0)̂x,(U1+U0)̂x)=0. (21)
由引理1及引理6可知:

Imiβ((U1+U0)̂x̂x̂x,U1+U0)=0,

Imi((F(U1+U0)(U1+U0))̂x,U1+U0)=0,

Im(F(U1+U0)(U1+U0),U1+U0)=0.

ì

î

í

ï
ï

ïï

(22)

综合(20)~(22)式,有 ‖U1‖2=‖U0‖2.
第三步,将差分格式(15)式与h(􀭿Un+1

j +􀭿Un-1
j )相乘并将j从1到J累加,与第二步类似的证明过程可得

‖Un+1‖2=‖Un-1‖2,n=1,2,…,N.综合上述两个结果有:‖Un‖2=‖Un-1‖2,n=1,2,…,N.
再证(17)及(18)式,先证n=0时的情形,首先将差分方程(14)式代入以下式子,由引理1及引理6有:

1
τIm∑

J

j=1
h(U1

j(􀭿U1
j)̂x -U0

j(􀭿U0
j)̂x)=-Im((U1+U0)̂x,

iα
2
(U1+U0)̂x̂x -β

2
(U1+U0)̂x̂x̂x -

γ
8
(F(U1+U0)(U1+U0))̂x +

iδ
8F
(U1+U0)(U1+U0))=

γ
8Im

((U1+U0)̂x,(F(U1+U0)(U1+U0))̂x). (23)

同样的,将差分方程(14)代入以下式子,由引理1及引理6有:

1
τ
(‖U1

x̂‖2-‖U0
x̂‖2)=Re((U1+U0)̂x,

iα
2
(U1+U0)̂x̂x̂x -β

2
(U1+U0)̂x̂x̂x̂x -

γ
8
(F(U1+U0)(U1+U0))̂x̂x +

iδ
8
(F(U1+U0)(U1+U0))̂x)=

-
γ
8Re

((U1+U0)̂x,(F(U1+U0)(U1+U0))̂x̂x)+

δ
8Im

((U1+U0)̂x,(F(U1+U0)(U1+U0))̂x). (24)

通过类似的代换还有以下等式成立:

1
τ ∑

J

j=0
hF(U0

j +U1
j)(|U1

j|2-|U0
j|2)=

1
τRe

(F(U1+U0)(U1+U0),U1-U0)=

Re(F(U1+U0)(U1+U0),iα
2
(U1+U0)̂x̂x -β

2
(U1+U0)̂x̂x̂x -
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γ
8
(F(U1+U0)(U1+U0))̂x +

iδ
8F
(U1+U0)(U1+U0))=

α
2Im

((U1+U0)̂x,(F(U1+U0)(U1+U0))̂x)-

β
2Re

((F(U1+U0)(U1+U0))̂x̂x,(U1+U0)̂x). (25)

综合(23)~(25)式有:

‖U1
x̂‖2-

γ
4β∑

J

j=1
hF(U0

j +U1
j)|U1

j|2+(
α
β

-
δ
γ
)Im∑

J

j=1
hU1

j(􀭿U1
j)̂x =

‖U0
x̂‖2-

γ
4β∑

J

j=1
hF(U0

j +U1
j)|U0

j|2+(
α
β

-
δ
γ
)Im∑

J

j=1
hU0

j(􀭿U0
j)̂x. (26)

与上面类似的证明过程可证:

‖Un+1
x̂ ‖2-

γ
4β∑

J

j=1
hF(Un+1

j +Un-1
j )|Un+1

j |2+Im(
α
β

-
δ
γ
)∑

J

j=1
hUn+1

j (􀭿Un+1
j )̂x =

‖Un-1
x̂ ‖2-

γ
4β∑

J

j=1
hF(Un+1

j +Un-1
j )|Un-1

j |2+Im(
α
β

-
δ
γ
)∑

J

j=1
hUn-1

j (􀭿Un-1
j )̂x. (27)

  定理3 若h,τ→0,且u(x,t)∈C6,4,那么差分格式(5)的截断误差为:

|r0j|=O(h2+τ),‖(r0j)̂x|=O(h2+τ),

|rn
j|=O(h2+τ2),‖(rn

j)̂x|=O(h2+τ2),‖(rn
j)̂t|=O(h2+τ2) n=1,2,…,N.{ (28)

  证明 当n=0时,截断误差的定义为:

r0j =i(u0
j)t+

α
2
(u1

j +u0
j)̂x̂x +

iβ
2
(u1

j +u0
j)̂x̂x̂x +

iγ
8
(F(U0

j +U1
j)(u1

j +u0
j))̂x +

δ
8F
(U0

j +U1
j)(u1

j +u0
j), (29)

将(29)式关于时间和空间在u0
j 处泰勒展开,易得:|r0j|=O(h2+τ),‖(r0j)̂x|=O(h2+τ).

当n=1,2,…,N-1时,截断误差的定义为:

rn
j =i(un

j)̂t +
α
2
(un-1

j +un+1
j )̂x̂x +

iβ
2
(un-1

j +un+1
j )̂x̂x̂x +

iγ
8
(F(Un-1

j +

Un+1
j )(un-1

j +un+1
j ))̂x +

δ
8
(F(Un-1

j +Un+1
j ))(un-1

j +un+1
j ), (30)

将(30)式关于时间和空间在un
j 处泰勒展开,易得:

|rn
j|=O(h2+τ2),‖(rn

j)̂t|=O(h2+τ2),‖(rn
j)̂x|=O(h2+τ2). (31)

  定理4 差分格式(13)~(15)式的解Un 满足 ‖Un‖∞ ⩽C.
证明 根据定理2有 ‖Un+1‖2=‖Un‖2=‖u(x,0)‖2⩽C,另一方面,用数学归纳法证明‖Un

x̂‖2⩽
C,首先证明 ‖U1

x̂‖2 ⩽C,根据(17)式,有:

|‖U1
x̂‖2-

γ
4β∑

J

j=1
hF(U0

j +U1
j)|U1

j|2+(
α
β

-
δ
γ
)Im∑

J

j=1
hU1

j(􀭿U1
j)̂x|=|‖U0

x̂‖2-
γ
4β∑

J

j=1
hF(U0

j +

U1
j)|U0

j|2+(
α
β

-
δ
γ
)Im∑

J

j=1
hU0

j(􀭿U0
j)̂x|⩽ ‖U0

x̂‖2+|
γ
β

|‖U0‖2∞(‖U0‖2+

‖U1‖2)+|
α
β

-
δ
γ|∑

J

j=1
h(|U0

j|2+|(U0
j)̂x|2)⩽ ‖U0

x̂‖2+C1|
γ
β

|(‖U0‖+

‖U0
x̂‖)2+|

α
β

-
δ
γ|∑

J

j=1
h(|U0

j|2+|(U0
j)̂x|2)⩽C. (32)

同理,有:

‖U1
x̂‖2-

γ
4β∑

J

j=0
hF(U0

j +U1
j)|U1

j|2+Im(
α
β

-
δ
γ
)∑

J

j=0
hU1

j(􀭿U1
j)̂x ⩾ ‖U1

x̂‖2-
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|
γ
β

|‖U1‖2∞(‖U0‖2+‖U1‖2)-|
α
β

-
δ
γ|∑

J

j=0
h(C(ε2)|U1

j|2+

ε2|(U1
j)̂x|2)⩾ ‖U1

x̂‖2-|
γ
β

|(C(ε1)+ε1C4‖U1
x̂‖2)-|

α
β

-
δ
γ|·

(C(ε2)+ε2‖U1
x̂‖2)⩾ (1-ε1C4|

γ
β

|-ε2|
α
β

-
δ
γ|)‖U1

x̂‖2+C5. (33)

根据(32)和(33)式,有:(1-ε1C4|
γ
β

|-ε2|
α
β

-
δ
γ|)‖U1

x̂‖2+C5⩽C,取适当的ε1,ε2,可得:‖U1
x̂‖2⩽

C.同理当 ‖Un-1
x̂ ‖2⩽C 成立时,易得 ‖Un+1

x̂ ‖2⩽C.因此对于任意n均有 ‖Un
x̂‖2⩽C 成立.综合两个式

子以及引理5得到 ‖Un‖∞ ⩽C.
定理1的证明 先证明n=0时的情形,由(2)式和(14)式,两式相减,其中截断误差:|r0|=O(h2+

τ),且e0=u0-U0=0,有

i(ej)1t +
α
2
(e1j)̂x̂x +

iβ
2
(e1j)̂x̂x̂x +

iγ
8
(F(u1

j +u0
j)(u0

j +u1
j)-F(U1

j +U0
j)(U0

j +U1
j))̂x +

δ
8
(F(u1

j +u0
j)(u0

j +u1
j)-F(U1

j +U0
j)(U0

j +U1
j))=r0, (34)

首先将(34)式与h􀭰e1j 相乘并累加,左右两边同时取虚部,分成5个部分分别来讨论,第1部分:Im(ie1t,e1)=

Re(e1t,e1)=
1
τ‖e

1‖2,第2部分:Im(α(e1)̂x̂x +iβ(e1)̂x̂x̂x,e1)=0,第3部分:

Re((F(u0
j +u1

j)(u0+u1)-F(U0
j +U1

j)(U0+U1))̂x,e1( ) =|Re
1
4∑

J

j=1
h(|u0

j +u1
j|2(􀭰e1j+1+

􀭰e1j-1)+(u0
j +u1

j)2(􀭰e1j+1+􀭰e1j-1)+e1j(u0
j +u1

j)(􀭿U0
j+1+􀭿U0

j-1+􀭿U1
j+1+􀭿U1

j-1)+􀭰e1j(u0
j +

u1
j)(U0

j+1+U0
j-1+U1

j+1+U1
j-1)+4e1jF(U0

j +U1
j))(􀭰e1j)̂x|⩽C1(‖u0‖2∞ +

‖u1‖2∞ +‖U0‖2∞ +‖U1‖2∞)(‖e1x̂‖2+‖e1‖2)⩽

C2(‖e1x̂‖2+‖e1‖2)⩽
C2

h2‖e
1‖2+C2‖e1‖2. (35)

第4部分:

Im(F(u0
j +u1

j)(u0+u1)-F(U0
j +U1

j)(U0+U1)2,e1)=|Im
1
4∑

J

j=1
h(|u0

j +u1
j|2(􀭰e1j+1+

􀭰e1j-1)+(u0
j +u1

j)2(􀭰e1j+1+􀭰e1j-1)+e1j(u0
j +u1

j)(􀭿U0
j+1+􀭿U0

j-1+􀭿U1
j+1+􀭿U1

j-1)+􀭰e1j(u0
j +

u1
j)(U0

j+1+U0
j-1+U1

j+1+U1
j-1)+4e1jF(U0

j +U1
j))􀭰e1j|⩽C3(‖u0‖2∞ +

‖u1‖2∞ +‖U0‖2∞ +‖U1‖2∞)‖e1‖2 ⩽C3‖e1‖2. (36)

第5部分:Im(r0,e1)⩽ ‖r0‖2 +‖e1‖2.综合上述几个式子,有:‖e1‖2 ⩽τ(
C4

h2 +C5)‖e1‖2 +

C6τ‖r0‖2,又因 ‖r0‖=O(τ+h2),取适当的τ,使得1-τ(
C4

h2 +C5)=
1
2
,即得 ‖e1‖ ⩽O(τ2+h2).

下面讨论n=1,2,…,N 时的情形,对于n=1,2,…,N,有‖rn‖2=O(h2+τ2),由(2)式和(15)式,两
式相减:

i(en
j)̂t +

α
2
(en-1

j +en+1
j )̂x̂x +

iβ
2
(en-1

j +en+1
j )̂x̂x̂x +

iγ
8
(F(un-1

j +un+1
j )(un-1

j +

un+1
j )-F(Un-1

j +Un+1
j )(Un-1

j +Un+1
j ))̂x +

δ
8
(F(un-1

j +un+1
j )(un-1

j +

un+1
j )-F(Un-1

j +Un+1
j )(Un-1

j +Un+1
j ))=rn

j, (37)
将(37)式与h(􀭰en+1

j +􀭰en-1
j )相乘取虚部,并将j从1到J 进行累加,与n=0时的情形类似的:
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‖en+1‖2-‖en-1‖2 ⩽τ(
C4

h2 +C5)(‖en+1‖2+‖en-1‖2)+C6τ‖rn‖2. (38)

将(38)式从1加到n,当τ,h 取适当值时,根据离散的Gronwall不等式,即得 ‖en+1‖ ⩽O(τ2+h2).
先算n=0时的情形,将(14)式与h(􀭰e1j)t 相乘累加并取实部,第1部分:Re(ie1t,e1t)=-Im(e1t,e1t)=0.

第2部分:Re((e1+e0)̂x̂x,e1t)=-
1
τ‖e

1
x̂‖2.

第3部分:

Re(iβe1x̂̂x̂x,e1t)=|Re(iβe1x̂̂x̂x,
iα
2e

1
x̂̂x -β

2e
1
x̂̂x̂x -

γ
8
(F(u0+u1)(u0+u1)-F(U0+

U1)(U0+U1))̂x +
iδ
8
(F(u0+u1)(u0+u1)-F(U0+U1)(U0+U1))-ir0))|=

|-Imβγ
8
(e1x̂̂x̂x,(F(u0+u1)(u0+u1)-F(U0+U1)(U0+U1))̂x)+Reβ

δ
8
(e1x̂̂x̂x,(F(u0+

u1)(u0+u1)-F(U0+U1)(U0+U1)))-Reβ
2
(e1x̂̂x̂x,r0)|⩽C0(‖u0+u1‖∞‖U0+

U1‖∞ +‖|U0+U1|2‖∞ +‖|u0+u1|2‖∞)·(‖e1x̂̂x‖2+‖e1x̂‖2)+

C1(‖e1x̂‖2+‖e1x̂̂x‖2)+C2‖r0x̂‖2 ⩽C3‖e1x̂‖2+
C3

h2‖e
1
x̂‖2+C2‖r0x̂‖2. (39)

第4部分:

Re(iγ8
(F(u0

j +u1
j)(u0+u1)-F(U0

j +U1
j)(U0+U1)))̂x,e1t̂)=|Re

iγ
8
((F(u0

j +u1
j)(u0+

u1)-F(U0
j +U1

j)(U0+U1))̂x,
iα
2e

1
x̂̂x -β

2e
1
x̂̂x̂x +

γ
8
(F(u0

j +u1
j)(u0+u1)-F(U0

j +U1
j)(U0+

U1))̂x -
iδ
8F
(u0

j +u1
j)(u0+u1)-F(U0

j +U1
j)(U0+U1)-ir0)|=|Re(

iγ
8
(F(u0

j +

u1
j)(u0+u1)-F(U0

j +U1
j)(U0+U1))̂x,

iα
2e

1
x̂̂x -β

2e
1
x̂̂x̂x -ir0)|⩽C0(‖u0+u1‖∞‖U0+

U1‖∞ +‖|U0+U1|2‖∞ +‖|u0+u1|2‖∞)(‖e1x̂̂x‖2+‖e1x̂‖2)+(‖u0+
u1‖∞‖U0+U1‖∞ +‖|U0+U1|2‖∞ +‖|u0+u1|2‖∞)(‖e1x̂̂x‖2+

‖e1x̂‖2)+C1(‖e1‖2+‖r0x̂‖2)⩽C2‖e1x̂‖2+
C3

h2‖e
1
x̂‖2+C4‖r0x̂‖2. (40)

第5部分:

Re(δ8
((F(U0

j +U1
j)(U0+U1)-F(u0

j +u1
j)(u0+u1)),(en)t)=|Re(

δ
8
(F(U0

j +U1
j)(U0+U1)-

F(u0
j +u1

j)(u0+u1),iα
2e

1
x̂̂x -β

2e
1
x̂̂x̂x)-

γ
8
(F(U0

j +U1
j)(U0+U1)-F(u0

j +u1
j)(u0+u1))̂x)+

iδ
8
(F(U0

j +U1
j)(U0+U1)-F(u0

j +u1
j)(u0+u1))-ir0)|=|Re(

δ
8
(F(U0

j +U1
j)(U0+U1)-

F(u0
j +u1

j)(u0+u1),iα
2e

1
x̂̂x -β

2e
1
x̂̂x̂x -ir0)|=|

αδ
16Re

((F(U0
j +U1

j)(U0+U1)-

F(u0
j +u1

j)(u0+u1),e1x̂̂x)+Imβδ
16
((F(U0

j +U1
j)(U0+U1)-F(u0

j +u1
j)(u0+

u1),e1x̂̂x̂x)|-Im
δ
8
((F(U0

j +U1
j)(U0+U1)-F(u0

j +u1
j)(u0+

u1),r0)|⩽C0((‖u0+u1‖∞‖U0+U1‖∞ +‖U0+U1‖2∞ +‖u0+
u1‖2∞)‖e1x̂‖2+(‖u0+u1‖∞‖U0+U1‖∞ +‖U0+U1‖2∞ +‖u0+
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u1‖2∞)(‖e1x̂̂x‖2+‖e1x̂‖2)+(‖u0+u1‖∞‖U0+U1‖∞ +‖U0+U1‖2∞ +‖u0+

u1‖2∞)(‖e1‖2+‖r0‖2))⩽C2‖e1x̂‖2+
C3

h2‖e
1
x̂‖2+C4‖r0‖2. (41)

第6部分:

|τ(r0,e1t)|=|τ∑
J

j=1
h(r0j)(􀭰e1j)|⩽τO(τ+h2)(τ2+h2). (42)

故

‖e1x̂‖2 ⩽τ(C1‖e1x̂‖2+
C2

h2‖e
1
x̂‖2+C3‖r0x̂‖2+C4‖r0x̂‖2+O(τ+h2)(τ2+h2)). (43)

综上,当τ,h 取适当值时,有 ‖e1x̂‖ ⩽O(τ2+h2).当n=1,2,…,N 时,将差分格(37)式两边与h(􀭰en
j)̂τ 相

乘并累加:

(ien
t̂ +

α
2
(en-1+en+1)̂x̂x +

iβ
2
(en-1+en+1)̂x̂x̂x +

iγ
8
(F(un-1+un+1)(un-1+

un+1)-F(Un-1+Un+1)(Un-1+Un+1))̂x +
δ
8
(F(un-1+un+1)(un-1+

un+1)-F(Un-1+Un+1)(Un-1+Un+1)),en
τ̂)=(rn,en

τ̂). (44)

  下面分成几个部分分别来估计,第1部分:Re(ien
τ̂,en

τ̂)=-Im(en
τ̂,en

τ̂)=0.第2部分:Re(α(en+1 +

en-1)̂x̂x,en
τ̂)= -

1
2τRe

(‖en+1
x̂ ‖2-‖en-1

x̂ ‖2).第3、4、5部分,与n=0时类似的估计有

Re(iβ(en-1+en+1)̂x̂x̂x,en
t̂)⩽ (C1+

C2

h2
)‖(en-1+en+1)̂x‖2+C3‖rn

x̂‖2, (45)

Re(iγ8
(F(un-1+un+1)(un-1+un+1)-F(Un-1+Un+1)(Un-1+Un+1)))̂x,en

t̂)⩽

C1‖(en-1+en+1)̂x‖2+
C2

h2‖(e
n-1+en+1)̂x‖2+C3‖rn

x̂‖2, (46)

Re(δ8
((F(Un-1+Un+1)(Un-1+Un+1)-F(un-1+un+1)(un-1+un+1)),(en)̂t)⩽

C2‖(en-1+en+1)̂x‖2+
C3

h2‖(e
n-1+en+1)‖2+C4‖rn

x̂‖2. (47)

第6部分,根据引理3:

|2τ∑
N

n=1

(rn,en
t̂)|=|2τ∑

N

n=1
∑
J

j=1
h(rn

j)(􀭰en
j)̂τ)|=h∑

J

j=1

(-2􀭰e0jr1j -2􀭰e1jrj
2-

τ∑
N-1

n=2
􀭰en

j(rn
j)t+2􀭰eN

jrN-1
j +2􀭰eN+1

j rN
j)=‖e1‖+‖r2‖+τ∑

N-1

n=2
‖en‖2+τ∑

N-1

n=2
‖rn‖+

‖eN+1‖2+‖rN‖2 ⩽O(τ2+h2)2. (48)
综上,有:

(‖en+1
x ‖2+‖en

x‖2)⩽ ‖e1x‖2+C1τ∑
N

n=1

(‖en-1
x ‖2)+∑

N

n=1
τO(τ2+h2)2+O(τ2+h2)2. (49)

根据Gronwall不等式,即得 ‖en
x‖2 ⩽O(τ2+h2),然后根据引理5,即得 ‖en‖∞ ⩽O(τ2+h2).
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NumericalsolutiontoakindofthenonlinearSchrödingerequation

LiYongsheng,XiangShaoting,FuYiping

(SchoolofMathematics,SouthChinaUniversityofTechnology,Guangzhou510640,China)

Abstract:Inthispaper,thenumericalsolutiontoainitialperiodicboundaryvalueproblemforakindofnonlinear
Schrödingerequationhasbeenstudied.Weproposeanewimplicitdifferenceschemepreservingconservationsofthemassand
energy.ItisprovedthatthesolutionofdifferencesolutionconvergestotheexactsolutionoforiginalproblemwithO(τ2+h2)in
L∞norm,whereτisthetime-stepandhisthespace-step.

Keywords:nonlinearSchrödingerequation;differencescheme;conservation;convergence
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