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一 类具有 Beddington—DeAngelis功能性 

反应的时滞 HIV模型全局性分析 
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摘 要 ：研究了一类四维的HIV传染病动力学时滞模型，模型使用的是Beddington-DeAngelis功能性反应形 

式的非线性发生率．考虑了受感染细胞 CD4一T细胞的潜伏特性，也就是说被感染后没有传染性，只有被激活后才产 

生病毒细胞．通过构建 Lyapunov函数，利用 LaSalle不变集原理 ，给出了疾病平衡点，包括无病平衡点和地方性平衡 

点的全局渐近稳定．证明了当基本再生数小于 1，无病平衡点全局渐近稳定；当基本再生数大于 1，地方性平衡点全局 

也是渐近稳定．还考虑了具有 n阶潜伏阶段的模型，并给出了平衡点的全局渐近稳定． 
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中图分类号 ：O175．1 文献标志码 ：A 

近年来，人类免疫缺陷病毒(HIV)严重威胁着人类的健康和社会发展．当个体感染 HIV后，体内的 

CD4一T细胞严重下降时能造成严重的艾滋病(AIDS)．HIV主要攻击人体的免疫系统 CD4一T细胞，进人人 

体后很快进行复制n ]，最终破坏人体免疫系统．对于艾滋病的人体动力学传播的认识，很多学者考虑了 

HIV与人体 CD4一T细胞的反应关系的数学模型_3 ]．文献[3]提出了 3个舱室的基本模型，即未被感染的 

细胞、受感染的细胞和病毒细胞，建立了一个三维常微分方程模型，很多文献对这个模型进行了研究．不同形 

式疾病的发生率已被学者们引入到模型中．通常在文献中考虑较多的非线性发生率形式为flTv，Holling型 
01 1一 n个 一  0 个  ． 

发生率 }u_和 ，Beddington—DeAngelis功能性反应 ，Crowley—Martin功能性反应 I
“ 』 I “ 1 I “ 1 1 Ⅲ “ 

D个厂+、一， 、 芋 瓦百 等各种发生率口 ·文献[6]考虑了一个具有Beddington—DeAngelis功能性反应 

的四维模型，里面考虑了潜伏的受感染 CD4一T细胞，用 Lyapunov函数方法探索了两个疾病平衡点的全局渐 

近稳定，证明全局性质可以只与基本再生数有关．时滞模型能产生更多的动力学性质，因为加入时间可能就 

改变了模型的特性．基于以上模型 ，考虑时滞微分方程模型 ，探索时滞对全局的影响．模型如下 

dx(t)
一  一  )一 ， 

百dz(t)一 e一 
1 t 一 & ㈤ 一 ㈤ ， d + (

一 r)+ ( 一 r) 一 ⋯ ’ 

一  ㈤ 一 ㈤ ， 

一 PY( )一 (￡)． 一 一 ‘ 
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变量 z(￡)，Y(￡)，2( )和 ( )分别表示人体内未被感染的CD-T细胞的数量，活跃的受感染的CD4-T细 

胞的数量，潜伏的受感染的CD4一T细胞的数量和病毒细胞数量．活跃的受感染的CD4-T细胞能产生病毒细 

胞．非线性发生率使用的是Beddington-DeAngelis功能性反应rF ． 表示人体cD4一T细胞的 

产生率， 表示活跃细胞的产生率，从活跃的 T细胞到病毒细胞产生率为 缈 ( )．d， ，a，r分别表示这些细 

胞的死亡率或者转换率．r表示从病毒进入 CD4-T细胞到产生受感染细胞的延迟时间， 表示从时间( 一 

r)到 t存活细胞的概率．基于生物学的意义，所有参数假设为非负的．首先探索系统解的非负性和有界性， 

基本再生数，用 Lyapunov函数方法来研究平衡点的全局性质[6 ]．系统(1)～ (4)的初值条件为 

z( )= 1( )三三=0， (￡)： (￡)三三=0， (￡)一 ( ) 0， ( )一 ( )三三三0，t∈ [一r，O]， 

这里 (￡)∈C([一r，O]，R+)( ：1，2，3，4)及 R+一 E0，。。)． 

1 平衡点和基本性质分析 

这一节 ，给出一些基本的性质，首先建立系统(1)～ (4)解的非负性和有界性． 

定理 1 设( (￡)，2(￡)， ( )， (￡))是系统(1)～ (4)满足初值条件的解，那么 (￡)，z( )， (￡)，和 ( ) 

对所有的t> 0都是非负的且有界的． 

证明 假定存在 t>0使得 (￡)，z(￡)， (￡)或者 ( )等于 0．令 

t 一 rain{t> 0：z( )2( ) (￡) (￡)一 0)． 

如果 ( *)： 0，就有堂 l⋯ *一 > 0．可知 z( )< 0对于所有 的 ￡∈ ( 一￡， )，这里 ￡> 0充 

分小．这与条件 (￡)> 0矛盾．所以对于 t 0有 s(￡)> 0． 

如果 (￡*)一o，当f∈Eo， *]，有 (￡*)>O,y(t )≥0和 ( ) o．对于￡∈Eo，￡ ]，有 

一 ＆(￡)一 (￡)．可知 (￡) z(O)e-‘脚“．这与假定 z( )一0矛盾．因此对于所有的t 0有 (￡)> 0．相 

似的，对于所有的￡ 0，有 (￡)> o和 ( )> o．所有的解保持正的．由方程(1)可得 —dx(t)．相 

应的，有lim supx(t) 粤．这意味着 ( )是有界的．令F(￡)一e-mrz(￡一r)+z(￡)和 一min{l~+ ， )．那 

么可得 

e一 一 e—md (￡一 r)一 ( + )z( ) Ae一 一 aF(t)． 

这意味着 F(￡)也是有界的．相似的，能得到 ( )和 ( )也是有界的．即证． 

很容易看到系统(1)～ (4)总是有一个无病平衡点Eo(z。，0，0，o)，这里z。一 ．计算基本再生数 R。为 

R。= f

+

@ 2

)
fl
(

e -" ~ 

．  

还求得当R。> 1，系统(1)～ (4)仅有一个地方性平衡点 E (z ，z ，Y ， )，此时 

z 一  
t

+

D'2

砌

P-Jr-

，

a

—

r( t~--}- 8) 
一  dx*( _1) 一 一等· 

2 全局稳定性分析 

定理2 如果R。 1，对于任意的时滞 r 0，系统(1)～ (4)的无病平衡点E。(z。，0，0，O)是全局渐近 

稳定的． 

证明 定义 Lyapunov函数 1(f)为 ： 

V1( )一士 (z( )一 。一 。1n墨 )+e研 ( )+ ( )+ 
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+j’ o tx 而 J r 1十 s _f- s 
此时二。一-d ．对于任意的(z( )， (￡)， ( )， ( ))>0，很容易看到、，， ( ) 0·V (￡)一0当且仅当z(￡)一 

z。， ( )一 z( )一 ( )一0．计算 V1(￡)的微分，有 

一  c 一 + + + 

一  1+ (￡)+ ( ) 1+ ( 一 r)+ ( 一 ) 一 (1一 一 )一 

r干 爱 +e (e_ i- fi x((t￡--一rr))v+(t --(r )7v 二。 一&( )一 ( ))+ 1+ ( )+(￡)。⋯ 1+ (￡一r)+ ( ～r)一⋯ 一 ’ 
( )一 + ( ㈤ 一 砒 ))+ 

t斧 t一 “ p l十 z L 十 L 
二 ! 二 ! 一一 三 二 兰 一 (1一 ) + 

1+ (￡一 r)+ (￡一 y) z( )(1+ o) 1+ o～ z(￡) 1+凹 ( )+ ( ) 。 

一  呈== ± ，f 一一 二 + ± !! 一 
1 4-O／X( )+ (￡) ⋯  z(￡)(1+ 0) 。 1+ 0t．T 0 1+凹 ( )+ (￡) 

一  筹+ cRo m 1 
因此可得，如果R。 1，就有 ≤0．可得Eo( 。，0，0，o)是稳定的．还有，可求得最大不变集是单点 

集(E。}．所以由Lyapunov—LaSalle不变集原理可知当R。 1，E。(z。，0，0，0)是全局渐近稳定的． 

定理 3 如果R。> 1，对于任意的时滞 r 0，系统(1)～ (4)的地方性平衡点 E (z ， ， ，72 )是 

全局渐近稳定的． 

证明 定义 Lyapunov函数 z( )为： 

Vz∽一e一( )一．z— 善 +( ㈤ ln )+ 
( ( )一 *一 y*in )+ ( (￡)一 *一 *1n )+ ( + )z*u (￡)， 

l 时 

U1㈤ 一 研  

计算 V ( )的微分 ，有 

一  

者 ． 

dt 一 一 1 dt + (1一 d
t
+ c 一 d

t
+ ⋯  

z( ) + + ’ 一 ( ) 。 ¨ v(￡) 

c 一 +c z 一 一 尝 一 

c 一r 等 +c 一焘 ce— 等 三号 一＆c 一 c ，+ 
一  一  

))+ c卜---~)(py( ))+ 一 

苫 +c 吾 ]． 
在平衡点 E 处，可得 

一 如  + ，e—  一 ( + )z ， === ， 一 ． 

因此，可得 

一  c 一  4 c + c z c 一 
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一  

一  

*c～ + 

川 [ 甓 ]． 
又由于 

n ] 翕 车z y+ 
，  h n 十h 耳1+a丽x(t)~rv(t)

． 

一  
e- ~d(而1+to*) ．zc 一  c z 

一  

+ 

x "

雨1+ax( t)+yv~)+( 
一  

+ ln )+ ( *(1一 + 

h c )z~(1--窨 杀 十 
n 。1

1 i +c + 2*c 一 船 [(+ (f—r)+ (￡一)，) 1- u一 
)+ ln 1 +

T

a

—

x(t

一
)--[-y (t?_)+( z 1一 

+ + 1+ ax(t雨)--F T v~1 ，
． 

’ + (￡)+ ’ * 1+ 

计算(5)式中最后一项，可得 

( + 3)z"(-- 1一 + )+ 1+ ax( t)+丽yv~)： 
口 。 1+ (￡)+ 。 1+ — ～ 

1 1 口 ( + (￡)+ )( + 凹 ( )+ ( ) ． 

(5) 

因为对于 > O，厂(z)一1～x+ln 总是为非正的
． 可知厂(O)一0当且仅当 ：1．由于z*，z*， *， 

> o，可得 o．还有 一 。当且仅当 (￡)一 *， ( )一 *， ( )： 
， (￡)： ．由 

Lyapunov—LaSalle不变集原理可知对所有的 r三三=0，当R。> 1时，E 是全局渐近稳定的
． 即证． 

3 具有 个潜伏阶段的 HIV模型 

这节考虑如下系统 

dx(t)
一  — dx(t)一 ， 

—

dz
_

(t)一 e—mu 出 二 ! 二 ! 
1+ 仳 ( 一 r)+ ( ～ r) 

： ∽ 一 。 )， 

一 )一 )， 

一 )一 ㈤ ， 

一

& (￡)～ ( )， 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(1O) 

其中i一2，⋯， ．yl(￡)(i=2，⋯， ～1)表示受感染的潜伏的CD4～T细胞的数量
． 参数 日 ( 一 1，⋯，，2)和参 

数 bi( ：==2，⋯， )假定都是正的．系统(6)～ (1O)式基本再生数为 

R ：——一 二= ．
． 

r( + )( + 以 )’ 

百 十 八 十 ’ 
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此时假定6 一1．如果R >1，系统(6)～(10)式总是存在一个无病平衡点Eoo(z。，0，⋯，o)，此时z。一寺， 
和一个地方性平衡点 ( ，z ，y ，⋯，y ，矿)，此时 

一 篇c 4-II~ai ， 脚+ y —a而  ( + + 。 

一  c ===2，⋯ ，矿一譬． 
定理 4 

渐近稳定的． 

证明 

如果R 1，对于任意的时滞 r三三=0，系统(6)～ (1O)式的无病平衡点 E。。(z。，0，0，O)是全局 

定义 Lyapunov函数V3( )为： 

( )--Xo-- Xoln )+ e )+ 

㈤ + 

计算 V。(￡)的微分 ，有 

一
dVa(t)

一  c 一 + +塞 黪 + 
e ( + )i[I ~-lai 

d 

tzP 

生 。- 一 二! 二! ：：： f1一 
d ’1+ ( )+ (￡) 1+ (f— r)+ (f— r) 1+ 凹 0、 

一  

+e 一 暑 一 

( + ㈤)+ ( ) ))+塞2 II~-lla s ㈤一 

。 c +! IIin-1hi c c 一 c +r干 重 一 
( — r)v(t— r) d(x(￡)一 zo) l 1+ 013~( ) 。 ( ) 

1 4- ．rf 一 7- + 竹J( — r) 37．(t)(1 q- ) 1+ nz 1+ z(t)+ YV(t) 

华  37 t 0+ p ＼)＼ cc3c) re即(“+ ) Ⅱ 1a Ⅱ 1b ，D ——Lj 1 
因此，如果R 1，可得 ≤0．所以由Lyapunov-LaSa11e不变集原理和前面的分析可知当R 1，对于 

任意的时滞 r 0，E。。(z。，0，0，O)是全局渐近稳定的． 

定理 5 如果 R > 1，对于任意的时滞 r 0，系统(6)～ (10)式的地方性平衡点 E+( ， ，Y ’。，⋯， 

，矿 )是全局渐近稳定的． 

证明 定义 Lyapunov函数 V4(￡)为 ： 

㈤一e_ ㈤一 ∥ 等 + n )+ 
㈤ 一 L  n )+ 

i= 2 

I

Ⅱ

IT =ia ,( 
n + 

矿训 n掣 川  ， ． 
PP 

此时 ， 

学 

一 
黪 

∑ 
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f'f 一

e-~3x(
⋯

s)v(

，

s) 
一

1--In研  而  ． 

计算 V ( )的微分，可得 

dV4(￡) 

d 持簪c ct)--X+ + 一高 + 

h嘉 等 一 ，+詈c 一 
播+ln )+( 卜 +ln ) (1一 

z+ x(t-- r) v(t -- r) (1+ ax ++ yv+) + 1
n 
ZX + 

ax杀 )+ 船 矿[(1+凹( —r)+ (￡～r))] “ [(1+ (￡一；)+ ==． 。 

c +∞ c 一 专 ，+ n 专 +c + 

(-1- + + 蔫 ． 

—

dV了4_(t) o
． 

d 一 

通过相似的分析，由Lyapunov—LaSalle不变集原理可知对所有的r 0，当 R >1时，E 是全局渐近稳 

定 的．即证． 

4 结 论 

本文考虑了一类具有 Beddington—DeAngelis功能性反应的四维时滞微分方程，也引入了潜伏的受感染 

的CD4一T细胞，探索潜伏的受感染的CD4一T细胞对传染病动力学的影响．研究了解的非负性和有界性以及 

平衡点的全局渐近稳定，如果当再生数小于 1，无病平衡点全局渐近稳定，病毒可以从人体内消除，当再生数 

大于 1，地方性平衡点是全局渐近的，病毒将在人体内持续，全局稳定性只与基本再生数有关．可以提高潜伏 

细胞中的潜伏周期 + 值，减少病毒细胞的转化率 P，减少活跃传染性 CD4一T细胞的转化率 ，来减少基 

本再生数，使其小于 1．同时，发现增加时滞时间 r也能减少基本再生数，这为消除病毒细胞提供了帮助建 

议．本文的模型包含了文献1-13—14]的模型，另外，也讨论了具有 个潜伏阶段的模型，求得基本再生数，得 

出了系统的全局渐近性也是只与基本再生数有关． 
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Global Dynamics for an HIV—l Infection M odel with Beddington。DeAngelis 

Functional Response and with Time Delays 

LIU Yongqi ”，XIONG Jiandong。 

(1．College of Applied Mathematics，Beijing Normal University(Zhuhaj)，Zhuhai 519087，China； 

2．College of Mathematics and Information Science，Henan Normal University，Xinxiang 453007，China) 

Abstract：This paper investigates the global stability of an HIV dynamics model with discrete delays incorporating Bed— 

dington—DeAngelis functional response infection rate．An eclipse stage of infected cells(i．e．1atently infected cells)，not yet pro— 

ducing virus，is included in our mode1．We consider nonnegativity，boundedness of solutions and global asymptotic stability of 

the uninfected and infected equilibria(steady states)by constructing suitable Lyapunov functionals and using LaSalle invariance 

principle．It is proved that if the basic reproduction number R0 is less than unity，then the disease-free equilibrium is globally 

asymptotically stable，and if Ro is greater than unity，then the infected equilibrium is globally asymptotically stable
． The results 

show that the global dynamics are completely determined by the basic reproduction number Ro
． That is，time delay has n0 

effect on the global asymptotic stability of our mode1．W hat is more，we develop and analyze an n-stage—structured HIV mode1 

including Beddington-DeAngelis functional response．W e also prove the global asymptotical stability of tWO equilibria by con— 

structing suitable Lyapunov funetionals． 
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