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一 类非线性阻尼 Petrovsky方程的整体解的存在性 
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摘 要：主要研究非线性阻尼Petrovsky方程U +△ “+口(1+l U I )U 一bI“I—U在有界区域的初边值问题． 

应用势井理论，通过定义位势井的深度和稳定集，利用稳定集的不变性及有界性原理证明了此问题整体解的存 

在性． 
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本文主要考察一类带耗散项和源项的 Petrovsky方程初边值问题的整体可解性 

U +△。U+口(1+I U I )U 一b l U I U，X∈12，t> 0， 

U(z，O)一 U0( )，“f( ，O)= U1(z)，z ∈ Q， 

(z，￡)一 “(z，￡)一 0，z∈ o12，t三三三0， 
d 

(1) 

(2) 

(3) 

其中n，6，r， >0均为实数，Q是R 中具有光滑边界a12的有界集，A是拉普拉斯算子 l aQ表示“在边界 

012外法线方 向的导数． 

文献EI-I考虑了方程 

U + △ U+ q(x)u+ g(u )==：0，X ∈ Q，t> 0 (4) 

在(2)和(3)条件下的初边值问题，其中g是连续增函数，g(O)===0，且 q：Q一 [0，+。。)是有界函数，证明了 

该问题整体解的存在性和正则性结果．另外，文献E2-]在对耦合半线性波动方程的研究中也获得了解的相关 

结论．当(1)中缺少线性耗散项au 时，文献Ea]建立了问题(1)一(3)解的存在性定理，并证得r P时解的 

整体存在性和 ，．< P时解在有限时间发生爆破． 

针对非线性阻尼波动方程U 一Au+a I u l u ：bu I U I ，其 Cauchy问题和初边值问题解的爆破和整 

体解的存在性、唯一性，已被众多学者通过各种方法或在不同条件下进行了研究，见文献[4—9]，更多研究 

成果见文献ElO一15]． 

应用文献[7，163中的势井理论，本文证明了初边值问题(1)一(3)整体解的存在性． 

上 

采用通常的符号记法．设H (Q)表示Sobolev空间，其中范数为Il Il Hm(fD一(∑ I1 D “II i ) ， 
I Ctl≤  

H (Q)代表H (12)中c (Q)的闭包．为方便起见，今后用 lI· 表示 Lebesgue空间L (Q)中的范数， 

Il·ll表示L (Q)中的范数，并且用范数 ll△·ll代替 H (Q)中的范数 II·l1“：c 此外，M表示依赖于 

已知常数的正数，且在不同点处的含义有所不同． 

首先，给出一个解局部存在的重要结果(见文献[8])． 

命题 I 假设 r，户> 0满足 
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0< P<+ 。。，N 4；O< P≤ ='-k ，N > 4， (5) 

Q 

0< r<+ oO，N 4；0< r ，N > 4， (6) 
』 一  

如果( 。，U，)∈H (Q)×L (Q)，则存在 T>0使得问题(1)～ (3)存在唯一局部解 “(￡)，且 

U∈c([0，T)；H5(Q))，U ∈c([0，T)；L。(Q))n L件 (Q×E0，T))． (7) 

命题 2 在命题 1的假设下，如果 SUp (II U (￡)II + tl Au(t)II。)<+。。，则 丁m =+o。，其中[0， 
0≤fs 』m日x 

]是问题(1)～ (3)的解 u(x， )存在的最大时间区间． ’ 

事实上，在文献Esl中通过压缩映射原理证明了问题局部解的存在性，构造空间 

x1̂==：{U∈C(E0，T]；H5(Q))，U ∈C(E0，T]；L。(Q)))， 
1 

并具有范数：ll甜(f)ll XT= sup 1(Il (￡)ll。+ II Au(t)II )． 
O t<-j 厶 

设 e> 0，且 X ． = {U∈X ：II U II x下 e)，定义 xl。T上距离d(“，f)一 II甜一 II ，则 xI， 是一个完 

备度量空间．说明，对于非常小的￡，在 x￡， 中存在唯一的不动点，其中 T仅依赖于￡．因此，由解的标准延拓 

法，得 T眦 =+。。，sup (1l U (￡)ll。+ }I Au(t)II )<+。。． 

1 预备知识 

为让得 主要结 论 ，百先 定义 函 ： 

J(“)一J( (￡))一II (￡)II。一b II ( )II竺， 

J( )一J( (￡))一 1 II△“(￡)II 一 牟 II“(t)II竺， 
根据文献[9—103，定义 —inf{s 

>
up
。

J(~u)， ∈H3(Q)／{0}}，则对问题(1)～ (3)，我们定义稳定集w= { ∈ 

H5(Q)，J(“)> O)U {0)． 

方程(1)的总能量记为 

E(“(￡))一 1 II (￡)II。+ 1 II A u(￡)II。一 II (f)II
升

p+ 2

一  1 II (￡)II。+．，( (￡))
， 

这里 “∈ H02(12)，t三三=O，E( (0))= 1 II II。+．，(“。)是初始数据的总能量
． 

引理 l 设 q满足2 q<+o。，N≤4或者2 q ，N> 4，则存在依赖于Q和q的常数c满 

足 II U lJ C IJ 12u Il，V U∈H (fD． 

引理2 假设 ∈Ho~(f1)，如果(4)成立，则 一 雨1 是一个正数，其中c*是引理1中 

的最优常数，且 c 一 s u
≠
p
。 

． 

证明 因为 

)一萼II II。一 II II％ 

所以，毒 ( )= II△ II 一 _什 II II苒；． 

令 ( )一。 ： ( )一． 
当 — 时有 d2 J( )< 。

． 

眦 蚓 H  ( ) 一 由 
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z)吾 > 0． 

引理 3 设 “(￡)是问题(1)～ (3)的一个解，则 E( (． ))是 t> 0的非增函数，且 

d E(“(￡))一一口(II“ (￡)II r -F 2+ tl“ ( )II。)． 

证明 用方程(1)乘以U ，并在 Q上积分得 

-

d

d-d
￡

E “(￡))一一口(II“ ( r+ 2+ II“ ( ) o． 

因此，E( (￡))是关于 t的非增函数． 

2 主要结果及其证明 

定理 1 假设(4)成立 ，如果 M。∈W ，“ ∈L (Q)且初始能量 E(“(0))< d，则对 t∈ Eo，1’)，有 U∈W． 

证明 假设存在实数 t ∈Eo，丁)满足在Eo，t )上 (￡)∈W，且 “(￡ ) W，则 

J(u(t ))一 0，u(t )≠ 0． (8) 

因为在Eo，t )上， ( )∈W，所以 

．，(“(f))一 1 II△“(￡)II 一 l_ ( )II升p+zz 1 II△甜( )11 一 

1 II ￡)II 南 II Au㈤II · ( 
由 I(u(t ))一 0得 

J(“(￡ ))一 1 II△ (￡ )II。一 II z‘(≠ )II
升

p+

。

z

一  II Q“ )II · (10) 

因此 ，根据(9)和(1O)得 

II△“(￡)II z三三三墨 上 -，(“(￡)) 墨(j 上 E(“(￡)) 兰 E( (o))，v ∈Eo，f*]
． (11) 

D P P 

通过引理 2知 E(“(0))< ，且 E( (0))< 1 
，即 

6C ( (0)))专<1． (12) 
利用引理 1，(11)和(12)，易知 

b II“1I： bC iI△“II 一bC 。II△ Il ll△“I】 

z f E( ))1寺II△ II z<II△ 2 (13) 
、 ， 

对所有 t∈Eo，t ]，得到 

(“(￡ ))一 II△“(f ){l 一b II ( )LI > 0 (14) 

此与(8)产生矛盾．因此在[O，T)上 “(￡)∈W． 

定理 2 假设(4)、(5)成立， ( )是问题(1)～(3)的局部解．若U。∈W，U ∈L (Q)且E(“(O))<d， 

则 “(￡)是问题(1)△(3)的整体解． 

证明 由(11)得 

> E( (0)) E( ( ))=== 1 lI“ (￡)}I +．，(“(￡))三三三 1 II“ (￡)l】 + 

II△ II。≥ (1I ￡)II + II ， 5 

因此 

(￡)1I z+ Il II z ． <+c×。． 
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由命题 2知，u(t)是问题(1)～(3)的整体解． 
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Existence of Global Solution for a Class of Nonlinear Damping Petrovsky Equation 
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2．Luoyang Institute of Science and Technology，Luoyang 471023，China) 

Abstract：The initial boundary value problem on a nonlinear damping Petrovsky equation +Ae u+口(1+ I I r)地一 

b l“I u with bounded region is studied．With potential well theory，and applying the invariance of the stable set and bounded— 

ness principle，this article proved the existence of global solution of the Petrovsky equation through defining the depth of poten— 

tial well and the stable set． 
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