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基于q-高斯过程下的带红利欧式期权定价

刘利敏,闫钰蕾

(河南师范大学 数学与信息科学学院,河南 新乡453007)

摘 要:研究了q-高斯过程下带分红的欧式期权定价及参数估计问题.首先得到不同分红情形下的定价公式,

对于按照红利率情形的分红问题,通过求解带分红的随机微分方程得到对应的欧式看涨期权的定价公式;对于离散

分红的情形,通过构造套期保值策略,导出带有离散分红的期权定价公式.然后研究q-高斯过程中的参数估计问题.
对于q,使用R/S分析法估计出 Hurst指数 H 的值,再通过q与H 之间的关系估计出q;采用矩估计得到μ,σ的估

计量,并证明μ估计量的无偏性.最后进行模拟分析,并利用微软公司的股票价格以及期权价格进行实证分析.
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在金融市场的发展进程中,期权既具有套期保值、规避风险等作用,又具有灵活性和多变性等特点,所以

成为金融市场上最具潜力的金融衍生产品.1973年,BLACK等[1]导出了著名的Black-Scholes期权定价公

式,MERTON[2]在B-S模型的基础上引入Poisson跳过程来刻画股票价格过程存在跳跃的情况,并考虑了

股票以红利率形式支付分红的情况,导出了支付分红的欧式期权定价公式,从而将分红问题引入期权定价理

论研究中.1975年,BLACK[3]又提出了离散分红的情形,并指出标的股票的初始价格是其实际价格减去分红

现值.基于无套利条件,2002年,CHANCE[4]考虑了股票离散分红的欧式期权定价问题,并假设存在标的资

产为股票未来分红的分红远期合约,从而构建投资组合.然而,只有在有分红的情况下,这种分红远期合同才

有意义,使得该研究方法具有局限性.基于CHANCE[4]的结论,MATOS等[5]改进了其投资组合策略构造了

新的套期保值策略,该策略包括基本资产、无风险零息债券和股息条.由于市场上不会存在偶然构建的分红

远期合约,所以,Matos的策略更为合理.
经典的期权定价研究中股票的价格都是布朗运动驱动的,无法刻画价格的长相依性,因此很多学者改进

了价格模型.文献[6-8]都用分数布朗运动代替布朗运动刻画长记忆性;文献[9-12]用q-高斯过程代替布

朗运动刻画长记忆性.

1 基于q-高斯过程的带红利欧式期权定价

假设市场中有两类资产,一类是无风险资产,如无风险债券,t时刻的价格为Bt,满足dBt=rBtdt.另一

类是风险资产,假设为股票,t时刻的股票价格为St,满足

dSt=μStdt+σStdΩ(t). (1)
其中Ω(t)遵循以下随机过程

dΩ(t)=P(Ω(t),t)
1-q
2dWt, (2)

其中r为无风险利率,Wt 为零均值高斯白噪声,当q=1时,为标准布朗运动.P(Ω(t),t)的形式如下,

P(Ω(t),t)=
1

Z(t)
[1-β(t)(1-q)Ω2(t)]

1
1-q.
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其中β(t)=c
1-q
3-q[(2-q)(3-q)t]

-2
3-q,Z(t)=[(2-q)(3-q)ct]

1
3-q,c=

π
q-1

Γ2(1
q-1-

1
2
)

Γ2(1
q-1

)
.将过程(2)称

为q-高斯过程.考虑以股票为标的资产的期权为欧式看涨期权,到期时间为T(T >t),敲定价格为K,该期

权t时刻的价格记为Ct.
引理1[11] 股票价格由q-高斯过程驱动的欧式看涨期权定价公式为

Ct=StMq(γ1,γ2)-Ke-r(T-t)Nq(γ1,γ2). (3)
其中

Mq(γ1,γ2)=e-r(T-t)(∫
γ2

γ1
exp(σΩ(T)-

σ2

2δ̂
(Ω(T),T))P(Ω(T),T)dΩ(T)),

Nq(γ1,γ2)=∫
γ2

γ1
P(Ω(T),T)dΩ(T),

δ̂(Ω(T),T)=d1(q)T
2
3-q +d2(q)Ω2(T)+d3(q)T

2
3-qΩ2(T)+d4(q),

γ1=
-a2- a2

2-4a1a3

2a1a2

,γ2=
-a2+ a2

2-4a1a3

2a1a2

,a1=-
σ2

2d2(q)+d3(q)T
2
3-q,

a2=σ,a3=(r-α)(T-t)-
σ2

2d1(q)(T-t)
2
3-q -

σ2

2d4(q)-ln(
K
St

).

(4)

  理论上的分红方式有两种:一种是连续分红,即每年按一定比例将股票或其他资产获得的利润支付给投

资者,这个比例称为红利率,在本文用α表示;另一种分红方式是离散分红,可以是固定时刻固定分红的分红

方式,也可以是离散随机分红,离散随机分红又分为分红值随机,或者随机时刻产生固定分红.
1.1 连续红利的期权定价

定理1 令红利率为α,标的资产为持续分红的股票,当敲定价格为K,到期日为T 时的欧式看涨期权

的价格为

Ct=e-α(T-t)StMq(γ1,γ2)-Ke-r(T-t)Nq(γ1,γ2). (5)
这里Mq(γ1,γ2)和Nq(γ1,γ2)由式(4)给出.

证明 为了得到连续分红的期权定价,首先考虑一个不带分红情况的投资组合,假设h1 是在t时对股

票S 的投资额,h2 是在t时对期权C 的投资额.然后,投资组合的总资产Q 在时间t满足

Q=h1+h2. (6)
在时间t+dt,投资组合的回报是

dQ=h1
dSt

St
+h2

dCt

Ct
. (7)

这里dSt/St 和dCt/Ct 分别代表股票和期权在[t,t+dt]时间段内的收益.根据Itô公式

dCt=
∂Ct

∂St
dSt+

∂Ct

∂tdt+
1
2
∂2Ct

∂S2
t

[dSt]2=(μSt
∂Ct

∂St
+
∂Ct

∂t +

1
2σ

2S2
tP(1-q)

∂2Ct

∂S2
t

)dt+σStP
1-q
2
∂Ct

∂St
dWt.

令βCt=μSt
∂Ct

∂St
+
∂Ct

∂t +
1
2σ

2S2P
(1-q)∂

2Ct

∂S2
t

,ϕCt=σStP
1-q
2
∂Ct

∂St

,可得

dCt=βCtdt+ϕCtdWt. (8)
由式(1)、(2)和(8)有

dQ=h1(μdt+σP
1-q
2dWt)+h2(βdt+ϕdWt)=(μh1+βh2)dt+(σh1P

1-q
2 +ϕh2)dWt. (9)

适当的h1 和h2 使投资组合无风险,因此式(9)中dWt 之前的系数应为0,即
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σh1P
1-q
2 +ϕh2=0. (10)

根据式(6)得dQ=(μh1+βh2)dt=Q(μ
h1+βh2

Q
)dt=Q(μ

h1+βh2

h1+h2

)dt.由无套利原则,

μh1+βh2

h1+h2
=

μh1

h1+h2
+

βh2

h1+h2
=r. (11)

令g1=h1/(h1+h2),g2=h2/(h1+h2),则

g1+g2=1. (12)

由式(10)和(12)可知g1= ϕ

ϕ-σP
1-q
2

,g2= -σP
1-q
2

ϕ-σP
1-q
2
.将g1 和g2 代入式(11)得:

μϕ-σβP
1-q
2 =r(ϕ-σP

1-q
2 ).

通过分别替换β和ϕ 的值,得到期权价格Ct 满足

rSt
∂Ct

∂St
+
∂Ct

∂t +
1
2σ

2S2
tP1-q∂

2Ct

∂S2
t

-rCt=0. (13)

式(13)即为股票价格由q-高斯过程驱动的Black-Scholes微分方程.

经典的B-S微分方程为rSt
∂Ct

∂St
+
∂Ct

∂t +
1
2σ

2S2
t
∂2Ct

∂S2
t

-rCt=0.其解为Ct=StN(d1)-Ke-r(T-t)N(d2).

其中N(x)表示标准正态分布的累积分布函数.类比可知由q-高斯过程驱动的欧式看涨期权定价公式

Ct=StMq(γ1,γ2)-Ke-r(T-t)Nq(γ1,γ2).
为微分方程(13)的解,其中参数值由式(4)给出.

下面给出在q-高斯过程下带红利率的欧式看涨期权的定价公式.根据式(10)和(11),有

β-r
μ-r= ϕ

σP
1-q
2
. (14)

设Dt 为单位时间的分红,在式(1)中μ 为预期收益率,则分红后的预期收益率为μ-Dt/St,假设分红后的

期权价格函数为C(St,t),根据Itô公式可得

dC=
∂C
∂St
dSt+

∂C
∂tdt+

1
2
∂2C
∂S2

t

[dSt]2=((μSt-Dt)
∂C
∂St

+
∂C
∂t+

1
2σ

2S2
tP

(1-q)∂
2C
∂S2

t

)dt+σStP
1-q
2 ∂C
∂St
dWt.

由β和ϕ 的定义,有

βC=(μSt-Dt)
∂C
∂St

+
∂C
∂t+

1
2σ

2S2
tP

(1-q)∂
2C
∂S2

t

,ϕC=σStP
1-q
2 ∂C
∂St

. (15)

通过应用式(14)和(15),可以得到期权定价的带红利的随机微分方程

(rSt-Dt)
∂C
∂St

+
∂C
∂t+

1
2σ

2S2
tP1-q∂

2C
∂S2

t

-rC=0. (16)

MERTON[2]在带分红的股票价格由布朗运动驱动情况下的随机微分方程为

(rSt-Dt)
∂C
∂St

+
∂C
∂t+

1
2σ

2S2
t
∂2C
∂S2

t

-rC=0. (17)

当Dt=αSt 时,所得到的在布朗运动下具有连续红利率α的期权定价公式为

W =e-αTSN(d1)-Ke-rTN(d2).
  根据文献[2]得到的带分红的期权定价公式,结合式(3)类比推导出方程(16)的解为

Ct=e-αTStMq(γ1,γ2)-Ke-r(T-t)Nq(γ1,γ2).

29 河南师范大学学报(自然科学版)                2023年



1.2 离散分红的期权定价

由于采用连续红利率的形式进行分红属于较为理想的分红方式,所以大部分股票采用的都是在固定时

间进行离散分红.假设在时刻τ进行分红.如果τ>T,则在周期[0,T]之内不存在分红,所以如果想要获得

分红则需τ<T.分红时间前后,股票价格都会出现“跳”的情况.为了研究离散化分红,假设分红时刻τ是随

机的,分红额度为Dτ,未来股息的预期现值可以通过Dt(τ)=E[Dτe-r(τ-t)|Ft]来观察,这里Ft 是时间t的

σ-域.根据CHANCE[4]的研究,在标准布朗运动过程下,建立了具有离散随机红利的欧式期权定价公式,把
股票价格用带固定分红的新的方式做了替代,所以得到

C=(St-Dt(τ))N(d1)-Ke-r(T-t)N(d2).
根据上式,可以推及股票价格由q-高斯过程驱动的带离散分红的欧式看涨期权定价公式.

定理2 行权价格为K,到期日为T,带离散分红的欧式看涨期权在τ时间的价格为

Ct=(St-Dt(τ))Mq(γ1,γ2)-Ke-r(T-t)Nq(γ1,γ2). (18)
  文献[5]改进了文献[4]的投资组合策略,但是结果没有改变.并且文献[5]构建的投资组合已被证明是

连续的,自融资的,而且可以复制到期时看涨期权的价值.所以采用与文献[5]相同的投资策略,即可得到q-
高斯过程下具有离散分红的期权定价公式(18),在此不做过多阐述.

2 q-高斯过程的参数估计

将式(2)代入式(1)可得:

dSt=μStdt+σStP(Ω(t),t)
1-q
2dWt. (19)

式(19)中含有3个待估参数,分别为μ,σ,q.由于同时对3个参数进行估计比较困难,所以将其分开来估计.
首先是对参数q的估计.由于q-高斯过程具有长记忆性,所以可以通过已有的R/S(重标度分析)法来得

到 Hurst指数的估计 Ĥ.然后利用文献[10]得到的H 与q-高斯过程中的指数q之间的关系H =
1
3-q

,可得

q的估计量

q̂=3-
1
Ĥ

.

  接下来对参数μ 进行估计.μ 在股票价格模型dSt=μStdt+σStdΩ(t)中被称作“漂移率”,其在市场中

的实际意义表示在单位时间内股票价格S 的瞬间变化的期望值,根据其实际意义来进行近似矩估计,令Si

表示第i时刻的股票价格,则μ=E
St-Ss

Ss(t-s).
将上述期望进行离散后,得到漂移率μ 的估计量μ̂ 为

μ̂=
1
n ∑

n-1

i=0

S(i+1)Δ-SiΔ

ΔSiΔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

  最后是波动率σ.根据伊藤公式,

d(lnSt)=(μ-
1
2σ

2P(Ω(t),t)1-q)dt+σP(Ω(t),t)
1-q
2dWt.

将区间 [0,T]进行划分,令0=t0 <t1 <t2 < … <tn =T,对式子两边在[ti,ti+1
]上进行积分,令Δ=

ti+1-ti,则

lnSti+1 =lnSti +∫
ti+1

ti

(μ-
1
2σ

2P(Ω(t),t)1-q)dt+∫
ti+1

ti
σP(Ω(t),t)

1-q
2dWt. (20)

其期望为E(lnSti+1
)lnSti+∫

ti+1

ti

(μ-
1
2σ

2P(Ω(t),t)1-q)dt.利用文献[10]中的Var(Ω(t))=
1

(5-3q)β(t)
得到式(20)方差可近似为

Var(lnSti+1
)=E[(lnSti+1 -E(lnSti+1

)2]=E[(∫
ti+1

ti
σP(Ω(t),t)

1-q
2dWt)2]=

E[∫
ti+1

ti
σ2Z(t)q-1[1-β(t)(1-q)Ω(t)2dt]]≈E[σ2Z(ti)q-1[1-β(ti)(1-q)Ω(ti)2Δ]]=

39第3期           刘利敏,等:基于q-高斯过程下的带红利欧式期权定价



σ2Z(ti)q-1[1-β(ti)(1-q)]
1

(5-3q)β(ti)
Δ.

根据矩估计,令Var(lnSti+1
)=
1
n ∑

n-1

i=0

(lnSti+1 -lnSti+1
)2.可得参数σ 的估计̂σ2 为

σ̂2=
1
n ∑

n-1

i=0

(lnSti+1 -lnSti+1
)2(5-3q)β(ti)

Z(ti)
q-1[1-β(ti)(1-q)]Δ

.

2.1 期权定价的数值模拟

由于在实际中采用连续红利率分红的情况较少,所以本节不对连续红利率的分红方式进行模拟.只对离

散分红的进行模拟验证.首先分析固定时间固定分红值的期权价格情况.令股票的初始价格为S0=50,无风

险利率为r=0.05,敲定价格K=45,q=1.3,T=1,σ=0.2.在计算期权价格理论值之前,需要计算出Mq(γ1,

γ2),Nq(γ1,γ2).借助文献[11]的方法,对式(4)中出现的参数d1(q),d2(q),d3(q),d4(q)利用用最小二乘

法对其进行估计.通过计算得到当q=1.3时,d1(q)=0.1692,d2(q)=0.0080,d3(q)=0.0498,d4(q)=
0.7422.

分别生成100,1000,1500,2000条股票价格路径,得到对应的模拟期权值,和由式(18)得到的理论值

进行比较分析.表1给出了在第5个和第6个时间节点处分别进行D=1以及D=2分红的期权价格.
表1 分红时刻不同以及分红值不同对应的期权价格

Tab.1 Optionpricecorrespondingtodifferentdividendtimeanddifferentdividendvalue

D=2
τ=5

模拟值 理论值 误差

τ=6

模拟值 理论值 误差

100 4.6327 4.6701 0.0374 4.7371 4.7533 0.0162

1000 4.7048 4.6701 0.0347 4.7686 4.7533 0.0153

1500 4.7017 4.6701 0.0316 4.7643 4.7533 0.0110

2000 4.6418 4.6701 0.0283 4.7640 4.7533 0.0107

D=1
τ=5

模拟值 理论值 误差

τ=6

模拟值 理论值 误差

100 4.8030 4.7658 0.0372 4.9129 4.8419 0.0710

1000 4.8003 4.7658 0.0345 4.8735 4.8419 0.0316

1500 4.7901 4.7658 0.0243 4.8606 4.8419 0.0187

2000 4.7442 4.7658 0.0226 4.8322 4.8419 0.0087

  随着模拟路径条数的增多,理论值与模拟值之间的误差越来越小,理论值越来越接近模拟值,这反映了

所得到的期权定价公式(18)是合理有效的.此外,还可以发现分红时刻的不同以及分红值的大小都会影响期

权价格,随着分红时刻的推迟,所对应的期权价格呈上升趋势,且当分红时刻不变时,固定分红值越小,期权

价格越高,这些情况都与实际的市场规律相符合.
下面研究当分红时刻是随机时,期权价格的变化情况.假设在随机时间τ 产生离散固定分红D.当τ-

t<T-t时,假设τ-t是参数λ的指数分布,τ和St 的分布是相互独立的.此时

Dt(τ)=∫
T-t

0
De-rxλe-λxdx=

Dλ
r+λ

(1-e-(r+λ)(T-t)).

选择不同的λ各生成100个随机数,代表每个股价路径的分红时间.由于到期日T=1,所以如果发现τ大于

1时,就意味着在这条路径上不存在分红.通过对随机数的观察可以发现,当λ=0.3时,有3个值大于1;当λ=
0.4时,有8个值大于1;当λ=0.8时,有38个值大于1.随着λ的增加,不分红股票的价格路径逐渐增多.

下面比较当λ不同时,期权价格理论值与模拟价格之间的误差.
从表2可以看出,λ不同时,理论值与模拟值之间的误差都较小,表明虽然分红时刻随机,但根据期权定

价公式算得的期权价格仍是合理的.并且发现随着λ 的增加,不分红股票价格路径逐渐增多,期权价格也随

之升高,因为在市场中标的资产产生的红利将降低标的资产的价格,这也说明了公式(18)是符合实际的.
2.2 参数估计的模拟研究

令S0=50,T=1,q=1.3,μ=0.1,σ=0.2通过蒙特卡罗数值模拟生成1条股票价格路径,假设路径上有

100个节点,每个节点代表一个股票价格.令初始设定值为H =0.5882,q=1.3,μ=0.1,σ=0.2,利用第1部

分的方法模拟得到对应的参数估计值分别为H=0.5831,q=1.2850,μ=0.0992,σ=0.2256.与设定值之间

的误差为ΔH =0.0051,Δq=0.0150,Δμ=0.0008,Δσ=0.0256,通过对数据的观察可以发现模拟值与设

定的参数值之间误差效果较好.
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  下面验证所得估计量的稳定性,
分别生成并选取100条,500条,1000条

股票价格序列来对参数进行估计,得
到的估计值由这些路径模拟出来的数

值的均值E 来代替.并通过计算方差

V 进一步观察估计量稳定的效果.模
拟结果见表3.

表2 λ不同时对应的期权价格

Tab.2 Optionpricecorrespondingtodifferentλ

λ 不分红时刻个数 模拟值 理论值 误差

0.3 3 5.1648 5.1660 0.0012

0.4 8 5.2143 5.2124 0.0019

0.8 38 5.5079 5.5055 0.0024

表3 估计量的稳定性模拟

Tab.3 Stabilitysimulationofestimators

均值E
q=1.2

100 500 1000

q=1.5

100 500 1000

Eq 1.2304 1.2242 1.2172 1.5321 1.5117 1.4942

q误差 0.0304 0.0242 0.0172 0.0231 0.0117 0.0058

Vq 9×10-4 4×10-4 1×10-4 5×10-4 1×10-4 3×10-6

Eμ 0.1074 0.1023 0.1011 0.1082 0.1057 0.1025

μ 误差 0.0074 0.0023 0.0011 0.0082 0.0051 0.0025

Vμ 5×10-5 5×10-6 1×10-6 6×10-5 2×10-5 6×10-6

Eσ 0.2214 0.2202 0.2176 0.2322 0.2314 0.2310

σ误差 0.0214 0.0202 0.0176 0.0322 0.0314 0.0310

Vσ 4×10-4 4×10-4 1×10-4 1×10-3 9×10-4 9×10-4

  由表3可知q值的大小对参数μ,σ估计量的大小没有产生大的波动,其中μ的估计值仍在0.1附近,σ的

估计值仍在0.2附近,可见q的改变对其他两个参数的估计值以及估计效果并没有产生特别大的影响.随着

路径条数的增加,估计量模拟值与设定值之间的误差都越来越小,这说明估计值在设定值周围的上下波动幅

度越来越小,越来越趋于设定的参数值,并且在表3中可以看到各组方差的数值也较小,这都证明了估计量

的稳定性,也反映出第2部分提出的估计方法较为合理.

3 实证分析

选取微软公司(MSFT)自2021年1月4日到9月30日的股票数据来作为标的资产的价格.用 MSFT
自2021年1月4日到2021年9月30日历史股价数据通过第2部分的估计方法对参数进行估计,得到的估

计结果为μ̂=0.0022,̂σ=0.0214,̂q=1.6070.数据显示MSFT分别在8月6日和9月24日有期权到期,由
于8月7日,8月8日为周末,这两天不进行交易,所以选择时间段8月9日至9月24日为一个期权周期.将

8月9日看作期权起始日,9月24日看作到期日.根据股票价格数据,通过欧拉离散,梯形积分得到d1(q),
d2(q),d3(q),d4(q)的估计值为d1(q)=1.9791,d2(q)=0.2623,d3(q)=-0.0301,d4(q)=0.0792.

将8月9日看作期权起始日,将那天的股票价格作为初始价格S0,即S0=288.33,无风险利率r取美国

一年期国债利率r=1.09%.MSFT股票的连续红利率不是固定不变的,在不同的时期有不同的红利率.在
8月9日至9月24日这期间连续红利率为α=0.75%,随后将各参数值代入式(13)得到理论期权值.对于固

定分红,通过搜索数据可知2021年11月17日进行一次Dτ =0.62的分红,根据Dt(τ)=E[Dτe-r(τ-t)|Ft]
可知贴现到9月24日则有Dt(τ)=0.5722,将Dt(τ)与各个参数值代入式(17)得到理论期权值.

通过对表4的分析可知,无论是带连续红利率的分红还是在固定时刻的离散分红,这两种分红方式所得

到的理论值也都随着敲定价格K 的增大而减小,并且与真实值都较为接近,理论值与真实值之间误差较小,
这说明理论值符合实际市场情况,也反映了得到的带分红的期权定价公式合理有效.

59第3期           刘利敏,等:基于q-高斯过程下的带红利欧式期权定价



表4 带红利率和固定分红的不同敲定价K 对应的期权值

Tab.4 OptionvaluecorrespondingtodifferentstrikepricingofK withredinterestrateandfixeddividend

K
红利率

真实值 理论值 误差

固定分红

真实值 理论值 误差

260.0 38.75 38.8114 0.0614 38.75 38.8045 0.0545

265.0 34.53 34.5763 0.0463 34.53 34.6013 0.0713

267.5 31.55 31.5124 0.0376 31.55 31.6271 0.0771

270.0 29.55 29.5172 0.0328 29.55 29.6086 0.0586

272.5 25.45 25.5114 0.0644 25.54 25.5148 0.0648
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PricingofEuropeanoptionwithdividendbasedonq-Gaussianprocess

LiuLimin,YanYulei

(CollegeofMathematicsandInformationScience,HenanNormalUniversity,Xinxiang453007,China)

Abstract:ThispaperstudiesthepricingandparameterestimationofEuropeanoptionswithdividendsunderq-Gaussian
process.Firstly,thepricingformulasofdifferentdividendcasesareobtained.Forthedividendproblemwithredinterestrate,

thepricingformulaofEuropeancalloptionisobtainedbysolvingthestochasticdifferentialequationwithdividend.Inthecase
ofdiscretedividend,theoptionpricingformulawithdiscretedividendisderivedbyconstructinghedgingstrategy.Thestudyof

parameterestimationinGaussprocess,forq,thevalueofHurstindexHisestimatedbyR/Sanalysismethod,andthenqis
estimatedbytherelationshipbetweenqandH.Theestimatorsofμandσareobtainedbymomentestimation,andtheunbi-
asednessofμestimatorsisproved.Finally,thesimulationanalysisiscarriedout,andthestockpriceandoptionpriceofMi-
crosoftareusedforempiricalanalysis.

Keywords:Europeanoption;q-Gaussianprocess;dividend;parameterestimation
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