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多人LargeNim博弈的最优策略
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摘 要:研究包含任意多个竞争者的LargeNim博弈模型,它是传统的LargeNim由两个竞争者到多个竞争

者的一般化.在标准联盟矩阵下,运用递归函数,针对竞争者人数与堆数的三大类关系,得到了相应的博弈值和获胜

的最优策略.
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公平组合博弈有众多模型,通常按照参与竞争者人数划分为“两人博弈”和“多人博弈”两大类.“两人博

弈”主要研究两个参与竞争者在完全信息情况下的最佳获胜策略,其中两类模型得到了比较透彻的研究:

NIM[1-5]和 WYTHOFF'SGAME[6].文献[7]中给出了有关“两人博弈”的理论框架,并对多个模型进行了分

析与比较.“多人博弈”主要研究多于两个参与竞争者在完全信息情况下博弈时,每个竞争者的最佳获胜策略

如何选择.“多人博弈”模型远比“两人博弈”复杂,其中一个原因在于:多人博弈过程中可能会出现“结盟”现
象,即某个竞争者在已知自己不能获胜的情况下,是否会采取一定的策略帮助其他竞争者获取胜利? 帮助哪

个竞争者获取胜利? 因此竞争者之间的“结盟”意愿直接影响博弈结果.近几年,国内外众多学者针对“多人

博弈”展开过研究,其成果可以归纳为3种类型:(1)多个竞争者未形成联盟,参见文献[8-12];(2)多个竞争

者形成两个联盟,参见文献[13-14];(3)多个竞争者形成相互交织的联盟结构(下称“联盟矩阵”).文献[15]
针对第3类模型,提出了一种分析n 人公平组合博弈的新方法.文献[16]研究了在标准联盟矩阵下的n 人N
堆Nim博弈竞争者的输赢情况.文献[17]分析了在标准联盟矩阵下多人的subtraction博弈.文献[18]针对

标准联盟矩阵下带Pass的多人SmallNim博弈进行了深入研究.
两人LargeNim博弈是两人Nim模型的一个变化,其可以描述为:有 N 堆筹码(x1,x2,…,xN),其中

N 为任意给定的正整数,xi 表示第i堆所含筹码数,1⩽i⩽N.两个竞争者按顺序轮流进行,要求每名竞争

者在其决策轮次中从最大堆中移除任何正整数的筹码,第一个无法进行合法移动的竞争者获胜.本文研究多

人LargeNim博弈模型,其可以描述为:有n个竞争者和N 堆筹码(x1,x2,…,xN),其中n⩾2和N 均为任

意给定的正整数,xi 表示第i堆所含筹码数.n个竞争者按顺序轮流进行,要求每名竞争者在其决策轮次中从

最大堆中移除任何正整数的筹码,第一个无法进行合法移动的竞争者获胜.本文在标准联盟矩阵下,得到了

该模型相应的博弈值和获胜的最优策略.

1 预备知识

首先给出一些基本术语和记号.
(i)用记号P0,P1,…,Pn-1表示n个竞争者.按照博弈规则,约定竞争者P0先进行博弈,然后是P1,接下

来是P2,P3,…,Pn-1,在Pn-1 之后,P0 将再次进行博弈(即按P0,P1,P2,…,Pn-1,P0,P1,…,顺序进行).
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因此本文约定,所有下标都是对n 取余,例如Pi+j 等同于P(i+j)mod(n).
(ii)用G=(x1,x2,…,xN)来表示一个状态(也称位置),筹码个数为0的堆忽略.考虑到各堆的无序性,

通常一个位置可以表示为G=(x1,x2,…,xN)且1⩽x1⩽x2⩽ … ⩽xN .用记号P(G)表示位置G 的非

空堆的个数,m(G)=min{x1,x2,…,xN}表示xi 中的最小者,β(G)表示m(G)在位置G 中出现的次数.一

般地,1⩽β(G)⩽P(G).用记号S(G)=∑
N

k=1
xk 表示位置G 的筹码总数.

(iii)给定一个n人参与的博弈模型和一个位置G.定义G 的博弈值(用g(G)表示)为[0,n-1]中的一

个整数,它表明了竞争者的输赢情况.例如,当竞争者Pi 面对位置G 时,如果博弈值g(G)=j,那么竞争者

Pi+j 是本场博弈的赢家.

(iv)对于正整数i,t⩾1,用记号ti=tt…t︷
i

简化位置表示.如(12,2,33,6)与(1,1,2,3,3,3,6)表示同一

个位置.用符号G →G'表示存在一个合法移动由位置G 能够到达位置G',此时称G'是G 的一个选项.给定

两个位置σ'=(x'1,x'2,…,x'N)满足1⩽x'1 ⩽x'2 ⩽ … ⩽x'N 和σ=(x1,x2,…,xN)满足1⩽x1 ⩽
x2 ⩽… ⩽xN,称σ'是σ的子位置如果P(σ')=P(σ)且S(σ')<S(σ).

(v)给定位置G,用符号O(G)表示G 的所有选项的集合,即竞争者经过合法移动可以到达的所有位置

的集合.如果竞争者面临位置G 无法进行合法移动,则该位置称为一个结束位置,用 ⌀ 表示.
在标准联盟矩阵下的,KRAWEC在文献[15]中给出了计算博弈值g(G)的方法:

g(G)=
0,如果G=⌀,

min{g(G')+1|G'∈O(G)},否则.{ (1)

观察(1)式,对于固定的n 和G,可以得出:
分析1 g(G)=0当且仅当G=⌀ 或者存在G 的一个选择G'使得g(G')=n-1;
分析2 g(G)=i∈ {1,2,…,n-2}当且仅当对于任意一个选择G'∈O(G)均有i-1⩽g(G')⩽

n-2并且存在一个选择G'∈O(G)使得g(G')=i-1;
分析3 g(G)=n-1当且仅当对任意的选择G'∈O(G)都有g(G')=n-2.
引理1 对于任意正整数N ⩾1和n⩾2,均有g(1N)=N modn.
证明 令N =qn+r,满足q⩾0和0⩽r<n.对于G=1N,每个竞争者只有一个决策:从任意一堆中

移动1个筹码,即总堆数减少1.经过q回合,必然到达位置1r.竞争者P0从位置1r 重新开始移动;竞争者P1

从位置1r-1 开始移动;…;竞争者Pr 面对⌀第一个不能进行合法移动,故Pr 取胜.故g(1N)=r= N modn.

2 主要定理

本文研究标准联盟矩阵下的LargeNim博弈模型.给定任何位置G=(x1,x2,…,xN)这里1⩽x1 ⩽
x2 ⩽… ⩽xN,堆数N 和竞争者人数n之间存在以下4类关系:n>N+1,n=N+1,n=N 及n⩽N-1.
下面的定理1至定理3分别针对前3类情况确定出精确的博弈值,即确定出谁是取胜者以及取胜策略.本文

最后一节,分析了第4种情况难以解决的原因.
定理1 对于任何位置G=(x1,x2,…,xN)满足1⩽x1 ⩽x2 ⩽ … ⩽xN,如果n>N +1那么

g(G)=N. (2)
换句话说,如果n>N +1那么G 的博弈值与G 所拥有的非空堆数相等,即g(G)=P(G).

证明 对于结束位置G=⌀=(0),竞争者P0 不能进行合法的移动,所以P0 取胜.即g(0)=0.
(A)考虑N =1和位置G=(x1)满足x1⩾1,对x1 进行归纳:当x1=1,由(1)式得g(1)= min{g(0)+

1}=1.假设g(m)=1对任何1⩽m <x1 成立,由(1)式可得g(x1)=min{g(0)+1,g(1)+1,g(m)+
1|2⩽m <x1}=min{1,2,2}=1.

(B)对堆数N 进行归纳.记σj=(x1,x2,…,xj)满足1⩽x1⩽x2⩽ … ⩽xj.假设g(σj)=j对于1⩽

j<N 成立,现证明g(σN)=N.对S(σN)=∑
N

k=1
xk 进行归纳.
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如果S(σN)=∑
N

k=1
xk =N,此时σN =1N .由引理1可得g(σN)=N.假设g(π)=N 对于σN 的任何子

位置π成立.σN =(x1,x2,…,xN)的合法移动是从最大堆xN 中移除i个筹码,1⩽i⩽xN .分析两种可能:
(B.1)如果i=xN 那么G →G1 =(x1,x2,…,xN-1).此时P(G1)=N -1< N,由归纳假设可得

g(G1)=N -1.
(B.2)如果1⩽i<xN 那么G→Gi=(x1,x2,…,xN-1,xN -i).此时P(Gi)=N 且S(Gi)<S(σN),

由归纳假设可得到g(Gi)=N.
综合两种情况,由(1)式得g(G)= min{g(G1)+1,g(Gi)+1|1⩽i<xN}= min{N,N+1}= N.

证毕.
定理1表明:当n>N+1时,G 的博弈值等于该位置G 的堆数N.换句话说,P0 面对G 开始博弈,最终

取胜者是PN,这与每堆的大小xi无关.但是当n=N+1时,下面的定理2表明:G 的博弈值既依赖于最小堆

的取值m(G),又依赖于最小堆在G 出现的次数β(G).
定理2 对于任何位置G=(x1,x2,…,xN)满足1⩽x1 ⩽x2 ⩽ … ⩽xN,如果n=N +1⩾3那么

g(G)=
P(G),如果m(G)=1且β(G)=N,

P(G)-1-β(G),如果m(G)=1且β(G)∈ {1,2,3,…,N -1},

P(G)-1,如果m(G)>1.

ì

î

í

ïï

ïï

(3)

  证明 (A)如果 m(G)=1,β(G)=N 那么G =1N .位置G 仅有一个选择G'=1N-1,由引理1可得

g(G')=N -1.所以由(1)式得g(G)=min{g(G')+1}=N =P(G).
(B)如果m(G)=1且β(G)∈{1,2,3,…,N-1},对S(G)=∑

N

k=1
xk 进行归纳:如果S(G)=∑

N

k=1
xk=

N,此时G=1N .由上述(A)可得g(G)=N.假设g(π)=P(π)-1-β(π)对于G 的任何子位置π成立.位
置G 的合法移动是从最大的堆xN 中移除i个筹码,1⩽i⩽xN .分析下面3种情况.

(B.1)如果i=xN 那么G →G0=(x1,x2,…,xN-1).此时P(G0)=N -1,由定理1可以得到g(G0)=
N -1因为n=N +1>P(G0)+1.

(B.2)如果i=xN -1那么G →G1 =(x1,x2,…,xN-1,1).此时G1 是G 的子位置且P(G1)=N,

m(G1)=1,β(G1)=β(G)+1.由归纳假设可得到g(G1)=P(G1)-1-β(G1)=N -2-β(G).
(B.3)如果1⩽i<xN -1那么G →Gi=(x1,x2,…,xN-1,xN -i)且xN -i>1.此时Gi 是G 的子

位置且P(Gi)=N,m(Gi)=m(G)=1,β(Gi)=β(G).由归纳假设可得g(Gi)=P(Gi)-1-β(Gi)=N-
1-β(G).

综合上述3种情况,由(1)式可得

g(G)=min{g(G0)+1,g(G1)+1,g(Gi)+1|1⩽i<xN -1}=
min{N,N -1-β(G),N -β(G)}=N -1-β(G)=P(G)-1-β(G).

  (C)如果m(G)>1那么xN ⩾xN-1⩾… ⩾x2⩾x1⩾2.对S(G)=∑
N

k=1
xk 进行归纳:如果S(G)=

∑
N

k=1
xk =2N,此时G=2N .位置G 有两个选择G0=2N-1 和G1=(2N-1,1).由定理1可知g(G0)=N -1.

由于P(G1)=N,m(G1)=1,β(G1)=1,因此定理2证明(B)可得g(G1)=N -2.由(1)式可得g(G)=
min{g(G0)+1,g(G1)+1}=min{N,N -1}=N -1.

假设定理2对于G的任何子位置为真,现证g(G)=N-1.分析xN -x1=0,xN -x1=1和xN -x1 >1
这3种可能.

(C.1)xN -x1=0.此时xN =xN-1=…=x2=x1⩾2,G=x1
N .位置G 的合法移动是从最大的堆x1 中

移除i个筹码,1⩽i⩽x1.分析3种可能:
(C.1.1)如果i=x1 那么G →G0=xN-1

1 .此时P(G0)=N -1且n=N +1>P(G0)+1,由定理1可

以得到g(G0)=N -1.
(C.1.2)如果i=x1-1那么G →G1=(xN-1

1 ,1).此时G1 是G 的子位置且P(G1)=N,m(G1)=1,

β(G1)=1.由(B)可得g(G1)=P(G1)-1-β(G1)=N -2.
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(C.1.3)如果1⩽i<x1-1那么G →Gi=(xN-1
1 ,x1-i).此时Gi 是G 的子位置且P(Gi)=N,1<

m(Gi)=x1-i<x1,β(Gi)=1.由归纳假设可得g(Gi)=P(Gi)-1=N -1.
综合上述3种情况,由(1)式可得

g(G)=min{g(G0)+1,g(G1)+1,g(Gi)+1|1⩽i<x1-1}=
min{N,N -1,N}=N -1=P(G)-1.

  (C.2)xN -x1=1.G 的合法移动是从xN 中移除i个筹码,1⩽i⩽xN .分析3种可能:
(C.2.1)如果i=xN 那么G →G0=(x1,x2,…,xN-1).此时P(G0)=N -1,由定理1可得到g(G0)=

N -1因为n=N +1>P(G0)+1.
(C.2.2)如果i=xN -1那么G →G1=(x1,x2,…,xN-1,1).此时P(G1)=N,m(G1)=1,β(G1)=1.由

(B)可得g(G1)=P(G1)-1-β(G1)=N -2.
(C.2.3)如果1⩽i<xN -1那么G →Gi =(x1,x2,…,xN-1,xN -i).此时Gi 是G 的子位置且

P(Gi)=N,xN -i=x1+1-i⩽x1,m(Gi)=xN -i>1.由归纳假设可得g(Gi)=P(Gi)-1= N-1.
综合上述3种情况,由(1)式可得

g(G)=min{g(G0)+1,g(G1)+1,g(Gi)+1|1<i<xN -1}=
min{N,N -1,N}=N -1=P(G)-1.

  (C.3)xN -x1 >1.G 的合法移动是从xN 中移除i个筹码,1⩽i⩽xN .分析4种可能:
(C.3.1)如果i=xN 那么G →G0=(x1,x2,…,xN-1).此时P(G0)=N -1,由定理1可得到g(G0)=

N -1因为n=N +1>P(G0)+1.
(C.3.2)如果i=xN -1那么G →G1=(x1,x2,…,xN-1,1).此时G1 是G 的子位置且P(G1)=N,

m(G1)=1,β(G1)=1.由(B)可得g(G1)=P(G1)-1-β(G1)=N -2.
(C.3.3)如果xN -x1⩽i<xN -1那么G→Gi=(x1,x2,…,xN-1,xN -i).此时Gi 是G 的子位置且

P(Gi)=N,xN -i⩽x1,m(Gi)=xN -i>1.由归纳假设可得g(Gi)=P(Gi)-1=N -1.
(C.3.4)如果1⩽i<xN -x1 那么G →Gi =(x1,x2,…,xN-1,xN -i).此时Gi 是G 的子位置且

P(Gi)=N,xN -i>x1,m(Gi)=x1 >1.由归纳假设可得g(Gi)=P(Gi)-1=N -1.
综合上述4种情况,由(1)式可得g(G)=min{g(G0)+1,g(G1)+1,g(Gi)+1|1⩽i<xN -1}=

min{N,N -1,N}=N -1=P(G)-1.证毕.
下面的定理3用来解决n=N 的情况,结果表明:G 的博弈值既依赖于最小堆的取值m(G),又依赖于

最小堆在G 出现的次数β(G).
定理3 对于任何位置G=(x1,x2,…,xN)满足1⩽x1 ⩽x2 ⩽ … ⩽xN,如果n=N ⩾3,那么

g(G)=
0,如果β(G)=N 且m(G)=1,

P(G)-1-β(G),如果β(G)∈ {1,2,…,N -2,N -1},

P(G)-1,如果β(G)=N 且m(G)>1.

ì

î

í

ïï

ïï

(4)

  证明 假设定理3对于G 的任何子位置为真,现证定理3对于G 为真.
(A)如果β(G)=N 且m(G)=1那么G =1N .位置G 仅有一个选择G'=1N-1 且P(G')=N -1,

m(G')=1,由定理2可得g(G')=N -1.所以由(1)式得到g(G)=min{g(G')+1}=0.
(B)如果β(G)∈ {1,2,3,…,N -1}那么1⩽m(G)=x1 <xN .讨论下面两种情况 m(G)=1和

m(G)>1:
(B.1)m(G)=1.
(B.1.1)如果β(G)=N-1那么G=(1N,xN)且xN >1.G→G0=1N-1,由引理1知g(G0)=N-1=

n-1.由分析1知,g(G)=0=P(G)-1-β(G).
(B.1.2)1⩽β(G)⩽N -2.即G=(1β(G),xβ(G)+1,…,xN)且1<xβ(G)+1⩽ … ⩽xN-1⩽xN .G 的合法

移动是从最大的堆xN 中移除i个筹码,1⩽i⩽xN .分析3种可能:
如果i=xN 那么G→G0=(1β(G),xβ(G)+1,…,xN-1).此时P(G0)=N-1,m(G0)=m(G)=1,β(G0)=

β(G),由定理2可以得到g(G0)=P(G0)-1-β(G0)=N -2-β(G).
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如果i=xN -1那么G →G1 =(1β(G),xβ(G)+1,…,xN-1,1).此时G1 是G 的子位置且P(G1)=N,
m(G1)=1,β(G1)=β(G)+1.由归纳假设可以得到g(G1)=P(G1)-1-β(G1)=N -2-β(G).

如果1⩽i<xN -1那么G→Gi=(1β(G),xβ(G)+1,…,xN-1,xN -i)且xN -i>1.此时Gi 是G 的子

位置且P(Gi)=N,m(Gi)=m(G)=1,β(Gi)=β(G).由归纳假设可得g(Gi)=P(Gi)-1-β(Gi)=N-
1-β(G).

综合上述3种情况,由(1)式可得

g(G)=min{g(G0)+1,g(G1)+1,g(Gi)+1|1⩽i<xN -1}=min{N -1-
β(G),N -1-β(G),N -β(G)}=N -1-β(G)=P(G)-1-β(G).

  (B.2)m(G)>1.讨论两种情况:β(G)=N -1和β(G)∈ {1,2,3,…,N -2}.
(B.2.1)β(G)=N-1.此时1<x1=x2=…=xN-1<xN,即G=(xN-1

1 ,xN).G→G* =(xN-1
1 ,x1)且

P(G*)=N,m(G*)=x1>1,β(G*)=β(G)+1=N.由定理3可得g(G*)=P(G*)-1=N -1=n-
1.由分析1可得g(G)=0=P(G)-1-β(G).

(B.2.2)β(G)∈{1,2,3,…,N-2}.此时G=(x1
β(G),xβ(G)+1,…,xN-1,xN).G 的合法移动是从xN 中移

除i个筹码,1⩽i⩽xN .分析下面5种可能.
如果i=xN 那么G→G0=(xβ(G)

1
,x

β(G)+1
,…,xN-1).此时P(G0)=N-1,m(G0)=x1=m(G)>1.由

定理2可以得到g(G0)=P(G0)-1=N -2.
如果i=xN -1那么G →G1=(xβ(G)

1
,x

β(G)+1
,…,xN-1,1).此时P(G1)=N,m(G1)=1,β(G1)=1.由

(B.1.2)可得g(G1)=P(G1)-1-β(G1)=N -2.
如果xN -x1<i<xN -1那么G→Gi=(xβ(G)

1
,x

β(G)+1
,…,xN-1,xN -i)且1<xN -i<x1.此时

Gi 是G 的子位置且P(Gi)=N,m(Gi)=xN -i>1,β(Gi)=1.由归纳假设可得g(Gi)=P(Gi)-1-
β(Gi)=N -2.

如果i=xN -x1 那么G →G'=(xβ(G)

1
,x

β(G)+1
,…,xN-1,x1).此时G' 是G 的子位置且P(G')=N,

m(G')=x1 >1,β(G')=β(G)+1.由归纳假设可得g(G')=P(G')-1-β(G')=N -2-β(G).
如果1⩽i<xN -x1 那么G →Gi =(xβ(G)

1
,x

β(G)+1
,…,xN-1,xN -i).此时Gi 是G 的子位置且

P(Gi)=N,xN -i>x1,m(Gi)=x1 >1,β(Gi)=β(G).由归纳假设可得g(Gi)=P(Gi)-1-β(Gi)=
N -1-β(G).

综合上述5种情况,由(1)式可得

g(G)=min{g(G0)+1,g(G1)+1,g(G')+1,g(Gi)+1|1⩽i<xN -x1 或

xN -x1 <i<xN -1}=min{N -1,N -1,N -1-β(G),N -β(G),N -1}=
N -1-β(G)=P(G)-1-β(G).

  (C)如果β(G)=N 且m(G)>1那么xN =xN-1=…=x2=x1>1,即G=x1
N .G 的合法移动是从x1

中移除i个筹码,1⩽i⩽x1.分析下面3种可能.
(C.1)如果i=x1 那么G →G0=xN-1

1 .此时P(G0)=N -1,m(G0)=x1 >1且n=N =P(G0)+1.
由定理2可以得到g(G0)=P(G0)-1=N -2.

(C.2)如果i=x1-1那么G →G1=(xN-1
1 ,1).此时β(G1)=1,由(B)可得g(G1)=P(G1)-1-

β(G1)=N -2.
(C.3)如果1⩽i<x1-1那么G →Gi =(xN-1

1 ,x1-i).此时Gi 是G 的子位置且P(Gi)=N,1<
m(Gi)=x1-i<x1,β(Gi)=1.由(B)可得g(Gi)=P(Gi)-1-β(Gi)=N -2.

综合上述3种情况,由(1)式可得g(G)=min{g(G0)+1,g(G1)+1,g(Gi)+1|1⩽i<x1-1}=
min{N -1,N -1,N -1}=N -1=P(G)-1.证毕.

3 结 论

本文研究了标准联盟矩阵下的LargeNim博弈模型.基于堆数 N 和竞争者人数n 的关系,针对3类情
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况确定出精确的博弈值,即确定出取胜者及取胜的策略.具体地讲,给定任何位置G=(x1,x2,…,xN)这里

1⩽x1 ⩽x2 ⩽…⩽xN:当n>N+1时,定理1表明G 的博弈值等于该堆数N,其与每堆的大小xi 无关;
当n=N+1或n=N 时,定理2与定理3证明了G 的博弈值既依赖于最小堆x1的取值,又依赖于最小堆x1

在G 出现的次数β(G).
当n⩽N-1时,确定出精确的博弈值将是十分困难的.例如n=N-1=3,给定任何位置G=(x1,x2,

x3,x4)满足1⩽x1 ⩽x2 ⩽x3 ⩽x4,可以经过分析计算得到

g(G)=
2,如果1⩽x1 <x2=x3=x4,

0,如果1⩽x1 <x2=x3 <x4 或者1<x1=x2=x3 ⩽x4,

1,如果1=x1=x2=x3⩽x4 或者1⩽x1=x2<x3⩽x4 或者1⩽x1<x2<x3⩽x4.

ì

î

í

ï
ï

ïï

(5)

  从(5)式可以看出,博弈值g(G)依赖于x1,x2,x3,x4之间的大小关系,而不仅仅依赖于最小堆x1在G
出现的次数β(G).可以想象,一般情况n=N -d(d⩾1)将会随着d 的变大而更加复杂.
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Optimalstrategiesofmulti-playerLargeNimgames

LiuWenan,XiaoYa

(CollegeofMathematicsandInformationScience,HenanNormalUniversity,Xinxiang453007,China)

Abstract:Thispaperisdevotedtothegame"Multi-playerLargeNimGames"whichisthegeneralizationoftheclassic
LargeNimgamesfromtwoplayerstoarbitrarilymanyplayers.Assumingthatthestandardalliancematrixbeadopted,byu-
singarecursivefunction,thegamevaluesarecompletelydeterminedforthreekindsofrelationbetweenthenumbersofplayers
andpiles.Thesegamevaluesarecapableofdeterminingwhichoftheplayershasawinningoptimalstrategy.
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