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F=1旋量玻色 爱因斯坦凝聚的向列压缩
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  摘 要:旋量玻色 爱因斯坦凝聚是量子光学领域的热点研究对象,同时在精密测量领域也被广泛应用.基于

半经典的截断维格纳近似方法研究了F=1旋量玻色 爱因斯坦凝聚中的自旋向列压缩.通过数值模拟得到自旋向

列压缩的动力学行为,并在自旋向列球上展示了自旋向列压缩的物理特性.最后研究了系统在任意初始态下的自旋

向列压缩行为.研究展现了旋量玻色 爱因斯坦凝聚在精密测量领域的潜在应用.
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与标量玻色 爱因斯坦凝聚[1-5](Bose-Einsteincondensate,BEC)相比,旋量BEC是磁性超流,所以展现

出更加丰富的物理性质,成为近几年来实验和理论的研究热点[6-13].很多有趣的物理学现象在该体系中被观

测到,比如量子纠缠[7]、自旋压缩[8]和自发退磁现象[14]等.因而,旋量BEC领域的研究具有极大的价值.自旋

压缩对量子信息的研究有重要的意义.在超高精密测量领域的作用也尤其突出.与自旋压缩不同,向列压缩

引入了高阶的向列张量,展现了更加丰富多元的压缩性质[15].CHAPMAN等人[16]首次在实验上实现了旋量

BEC的向列压缩.2013年,他们又发现了不稳定点与压缩之间的关系[17].同年,日本东京的一个小组将向列

压缩归类为第二类压缩,并且给出了详细的分类依据[18].很快,利用周期性微波脉冲将自旋向列压缩存储在

旋量BEC中的方案出现.在适当的脉冲周期和相移条件下,压缩可以增强并保持较长时间,从而实现最大压

缩的存储[19].同时,腔场中的BEC也可以产生向列压缩[20].
本文从旋量BEC的模型[21-23]出发,在理论上总结了自旋向列压缩的产生和动力学演化行为[24],在自

旋向列球上展示了极化态为初态的自旋向列压缩的物理特性和压缩图像.然而,仅仅描绘极化态的压缩行为

显然是不充分的,缺乏普遍性,因此,还研究了在任意初始态下系统的向列压缩行为.

1 旋量BEC模型的介绍

考虑被冷却并囚禁于三维磁光阱中的超冷原子,用于产生旋量BEC.对于F=1的旋量BEC,自旋磁量

子数mF 是-1,0,1,对应的3种塞曼态|F,mF>:|1,1>,|1,0>|1,-1>,如图1所示[25-26].根据单模近

似原理,在有限的磁场中旋量BEC的哈密顿量[27-28]
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其中i=0,±1;ћ 是普朗克常量.如果将â1,̂a0,̂a-1 带入方程(1),可以得到

iћ
∂̂a1

∂t =2λa(̂a†
1̂a1̂a1-â†
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在平均场近似下,当粒子数趋向于无穷大的

时候,量子涨落可以忽略不计[23].这样产生湮

灭算符就可以写成复数的形式:̂aκ→ Nζκ,

â†
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|ζ0|2+|ζ-1|2 =1,θs =θ+1 +θ-1 -2θ0;

θm =θ+1-θ-1,m=(N1-N-1)/N,可以得到

有限磁场下的平均场方程
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其中,ε=
c
2m2+cρ0[(1-ρ0)+ (1-ρ0)2-m2cosθs]+q(1-ρ0)是总能量,对应哈密顿量 Ĥa.根据c

的正负,旋量BEC一般又分为铁磁的和反铁磁的:铁磁的对应c<0,如87Rb;而反铁磁的对应c>0,如23Na.
利用平均场方程(2),可以绘制出ρ0 和θs 的等能线相图(图2),其中m=0.图2中闭合曲线代表能量相等的

点的集合,可以发现,有两个明显不同的区域:振动区(A区和 C区)和转动区(B区D区)[29].图2(a)和
图2(d)只存在振动区,而图2(c)和图2(f)中只存在转动区.
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当2个区域都存在的时候,就会有分离线的存在.c<0,q>0时,分离线对应ε=0的等能线,ρ0=1对

应系统的不稳定点;c>0,q>0时,分离线对应ε=q的等能线,ρ0=0对应系统的不稳定点.等能线的相图

可以用于预测初态未来的演化趋势[23].
然而,平均场方法是在粒子数趋向于无穷大并忽略量子起伏的情况下得到的.显然,在粒子数有限的情

况下,与量子相关的性质,如压缩、涨落等无法通过平均场方法体现.虽然全量子方法可以很好地描述量子性

质,但是其计算效率较低.当原子数目比较多时,全量子方法可能会达到计算机极限.而半经典的截断维格纳

近似方法[30]结合了平均场方法的思路和全量子中的涨落特点,用一个维格纳分布代替一个点来描述初态.
这在解决压缩这类问题中展现出巨大的优势.既能保证计算速度,又可以准确地描述系统的量子特性[31-32].

2 向列压缩

在研究自旋压缩的时候,通常会定义自旋算符
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基于上式可以考虑自旋之间的压缩关系.向列压缩与自旋压缩最大的不同就是引入了向列张量N̂jk =ŜĵSk +

Ŝk̂Sj -(4/3)δjk,其中,j,k∈ {x,y,z},这里的δ̂jk 是狄拉克符号.当j=k时,对应一个单位矩阵,此时
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当j≠k时,̂δjk=0.这种情况下[16]̂Nxy =̂Sx̂Sy +̂SŷSx -(4/3)̂δxy =̂Sx̂Sy +̂SŷSx.类似地,可以给出部分自

旋算符和向列张量的矩阵和算符表示[23,33]:
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0̂a-1+â†
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  并非所有的向列张量与自旋算符都可以构成压缩.根据海森堡不确定原理,算符的对易子不为0,它们才

可以构成压缩对.为了方便观测向列压缩,将系统初态制备在临界相变点对应的态[17].对于c<0,q>0的铁

磁旋量BEC,ρ0=1对应的极化态就是一个不稳定点对应的态|N1=0,N0=N,N-1=0>.自旋为1的旋量

BEC的所有自旋算符和向列张量中,只有Ŝx,̂Nyz 和Ŝy,̂Nxz 这两对算符的对易子的期望在|0,N,0>下不

为0,即<0,N,0|[̂Sx,̂Nyz]|0,N,0>=-2iN 和<0,N,0|[̂Sy,̂Nxz]|0,N,0>=2iN.它们的压缩参数

ξ
θ
x(y)=<(Δ(̂Sy(x)cosθ+N̂xz(yz)sinθ))2>/N

[16],其中,θ∈[0,2π]是正交角,Δ代表方差.随着θ的变化,任意

时刻ξ都将有一系列的取值,将最大的ξ叫作最大正交方差,最小的ξ称为最小正交方差.衡量发生了向列压

缩的一个重要的物理量就是最小正交方差ξmin,如果ξmin⩾1,代表没有发生压缩;ξmin<1,代表发生了压缩.

选择Ŝx 和N̂yz 算符,将系统的初态制备在|0,N,0>上.采用TWA方法,可以得到压缩最小方差ξmin和

最大正交方差ξmax 随时间t变化的图像(图3).
应用变换ξ→10lgξ,相应地,ξmin⩾0dB代表没有压缩;ξmin<0dB代表发生了压缩,且ξmin的值越小,

代表压缩越明显.可以看出,初始的时候ξmin=0dB,代表没有压缩,随着时间演化,最小正交方差不断变小,
直至t=43ms,最小正交方差达到最小值,随后压缩仍然持续一段时间,但是压缩强度逐渐变小.

事实上,除了压缩参数,还可以使用自旋向列球来更加直观地演示这种压缩效果.这里选用Sx,Nyz 和
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2ρ0-1作为三维坐标轴[34],在图2
中,ρ0 和θs 的相图存在明显的分离

线,所以如果在自旋向列球上绘制相

图,也必然存在分界线.根据平均场理

论,得到Ŝx 和 N̂yz 的期望值分别是

<̂Sx>=2 ρ0(1-ρ0)cos
θs

2sin
θm

2
,

<̂Nyz>=2 ρ0(1-ρ0)sin
θs

2sin
θm

2.

在自旋向列球上,等能线的方程ε=
c
2
<̂S2

x>+q(1-ρ0)
[35].系统的量子涨

落在平均场描述中无法体现.在图4
采用维格纳分布来模拟初态.

如图4(a),初始时刻态是一个在球体北极的圆形分布.图中白色的线是等能线,其中穿过上顶点(不稳定

点)(0,0,1)的等能线对应相图的分离线.将初态制备在不稳定点,随着时间变化态会沿着分离线压缩,成为

一条细长的曲线.然后散点会沿着分离线散开(图4(c)).在180ms时,散点开始沿着分界线的另一支压缩,
在北极处形成交叉的图像.随着压缩的减弱,散点最终散开,但是并非完全散开,而是集中在分离线所在的曲

面上(图4(f)).将图4中的一系列图像进行投影,使用颜色标记散点的密度,得到图5.

在图5中,黄色代表散点的密度较大,其次是绿色和蓝色.从投影图可以更加直接观测到Sx 和Nyz.初始

时刻,Sx 和Nyz的分布近似是一个圆,说明此时没有发生压缩.随着时间的演化,在60ms时,Sx 和Nyz的分

布集中在一条线上,且这条线是与分离线重合的,说明此时沿着分离线发生了压缩,并且压缩越强,散点构成

的区域面积越小,几乎完全分布在分离线上;相反,压缩越弱,散点逐渐分散(图5(c)).Sx 的涨落小于Nyz的

涨落,说明对Sx 有更加准确的测量.在180ms时,在图5(d)中散点开始沿着分离线的另一支压缩.图5(f)和
图5(c)的形状相似,但是颜色分布有较大的差别,图5(c)中黄色区域集中在中心和分离线上,而图5(f)中黄

色区域较少且只集中在中心,蓝色区域散布在分离线围成的闭合图形中,此时压缩强度较弱.由此可见,制备
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在不稳点的初态总是沿着分离线压缩的.

以上展示了初态制备在|0,N,0>这一个极化态的铁磁旋量BEC的压缩特性,下面来研究当系统的初态

处于自旋相干态的情况.事实上,通常自旋相干态可以表示成|ψ>=
1
N!

(ξ1a
†
1+ξ0a

†
0+ξ-1a†

-1
)N |0>,其

中,|ξ1|2+|ξ0|2+|ξ-1|2=1.这样的态可以通过|0,N,0>=
1
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(̂a†
0)N|0>旋转得到[18].例如,如果想
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1
N!

(1
2
(cosφ-sinφ)(̂a
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N̂yz 旋转算符对|0,N,0>进行2次幺正变换,得到|ψ>=
1
N!

(e-iφ̂Nyzei
π
4N̂yzâ+

0ei
π
4N̂yzeiφ̂Nyz)N |0>.

在旋量BEC的铁磁相(c<0,q>0)中,不稳定点往往对应ρ0=1的极化态,图6(a)中给出了初态为ρ0=
0.2的自旋相干态和初态为ρ0=1的极化态随时间演化的动力学图像,可以看到两种初态最终都趋向于稳

态,趋于稳态的时间略有不同,图6(b)则标出了不同的初态在相图的位置.

做幺正变换之后,|ψ>态下的Ŝx 和N̂yz 不再构成一对正交的压缩算符,因此需要对算符进行对应的幺
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正变换得到|ψ>态下的Ŝx =
1
2cos

(2φ)(̂Qzz-Q̂yy)+sin(2φ)̂Sx,̂Nyz=N̂yz.此时新算符Ŝx 和N̂yz 构成压

缩,可以计算得到新的压缩参数ξθ
y=<(Δ(̂S'xcosθ+N̂'yzsinθ))2>/N.使用ρ0=0.2对应的自旋相干态作为

初态,可以得到新的压缩参数随时间

变化的图像(图7).初始的时候没有压

缩,随着时间,压缩的最小正交方差不

断减小,压缩效果不断增强,最终在27
ms时达到最大压缩,随后最小正交方

差急剧增大,100ms之后不再有压缩.
与图3相比,ρ0=0.2对应的自旋相干

态有更小的最小正交方差,说明某些

自旋相干态比极化态有更好的压缩效

果,研究任意态的向列压缩对于提高

压缩效果有重要意义.
除了压缩参数的图像,利用TWA

方法,还可以得到Ŝx 和 N̂yz的压缩平

面图像(图8).如图8(a),初始的时候

Ŝx 和N̂yz的涨落分布是一个圆形,代
表此时没有压缩.随着时间,在60ms
时,图像被压缩为细长的曲线,说明此时发生压缩,且压缩效果明显,只是压缩中心整体向左下方偏移,呈现

出与极化态不同的压缩图像.120ms后已经没有明显的压缩效果.散点分散在整个平面,没有极化态沿着分

离线压缩的特性.

3 总 结

本文从理论上回顾了旋量BEC系统中的自旋向列压缩特性,推导出了向列压缩参数的形式,并从数值

上模拟了在不稳定点对应的态随时间演化的规律.通过模拟自旋向列球及其投影图更清楚地展示了旋量
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BEC系统中丰富的向列压缩特性.并且,还研究了任意初态情况下系统的压缩性质,发现某些自旋相干态的

压缩效果比极化态更佳.
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NematicsqueezingintheF=1Bose-Einsteincondensate

YangChaonan1,ZhengRenfei2,ZhaoXingdong3,ZhouLu1

(1.SchoolofPhysicsandElectronicScience,EastChinaNormalUniversity,Shanghai200241,China;2.SchoolofPhysics,

HefeiUniversityofTechnology,Hefei230009,China;3.SchoolofPhysics,HenanNormalUniversity,Xinxiang453007,China)

  Abstract:SpinorBose-Einsteincondensatehasbecomeahotresearchtopicinquantumoptics,widelyusedinprecision
measurement.Inthispaper,basedonthesemiclassicaltruncatedWignerapproximation,thespin-nematicsqueezingintheF=
1spinorBose-Einsteincondensateisstudied.Thedynamicbehaviorsofthespin-nematicsqueezingareobtainedbynumerical
simulation,andthephysicalpropertiesofthespin-nematicsqueezingaredemonstratedonthespin-nematicsphere.Finally,we
alsostudythebehaviorsofthespin-nematicsqueezingofthesystemunderarbitraryinitialstates.Ourresearchdemonstrates
thepotentialapplicationsofspinorBose-Einsteincondensateinprecisionmeasurement.

Keywords:spinorBose-Einsteincondensate;nematicsqueezing;spin-nematicsphere;truncatedWignerapproximation
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