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摘 要 ：研究了非线性强阻尼波动方程的 EQT'+Q 。×Qo 非协调混合有限元方法．利用该单元的高精度分 

析，借助于 EQ7 元所具有的两个性质：(a)其相容误差为 O(h )阶比它的插值误差高一阶；(b)插值算子与 Ritz投 

影等价，以及插值后处理技术，在半离散的格式下分别导出了原始变量 “的 H 模和流量 的 L 模下 O(h )阶超 

逼近；整体超收敛性质．最后，通过构造一个新的全离散格式，得到了O(h。+r。)的超逼近结果． 
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考虑如下非线性强阻尼波动方程 

fU 一 ·( “ + U + M)一厂(“)，(X， )E Q×(0，T]， 

u(X，￡)一0， (x， )∈aQ×(o，T]， 

【 (X，0)一 “。(X)，U (X，0)===“l(X)， X E n． 

其中Q为R 上的一个有界闭区域，aQ为其光滑边界，x一( ， )， 。(X)，U (x)是已知的光滑函数，厂( )满 

足 Lipschitz条件． 

非线性强阻尼波动方程是从非线性弹性杆中纵向形变传播及弱非线性作用下空间变换离子声波传播问 

题中提出的，是一类具有强烈物理背景的非线性发展方程．文献[1]讨论了其整体强解的存在性和唯一性， 

并在一定条件下，研究了解的渐近性质和blow up现象；文献[2—3]研究了该类多维方程的柯西问题整体解 

的存在性；文献[4]对于问题(1)有限元的数值解法进行了研究，它给出了半离散和全离散协调有限元格式， 

并证明了这两种格式解的存在性和唯一性；文献[5—7]对该方程分别利用Hermite型矩形元和EQ7 非协调 

有限元以及 H Galerkin(协调线性三角形元)混合有限元方法在半离散和全离散格式下进行了超逼近及超 

收敛分析；文献[8]对问题(1)利用双线性元在半离散格式下导出了具有三阶精度的外推解，并对半离散和 

全离散格式进行了超逼近及超收敛分析． 

标准的有限元空间对逼近解的光滑度要求很高，这给实际应用带来很多困难，于是产生了混合有限元方 

法．由于混合有限元方法与传统有限元方法相比，具有可同时逼近标量函数(压力)和向量函数(流量)的优 

势，且引入通量后可改为在光滑度较弱的混合元空间中求解，但是该方法所涉及的两个逼近空间通常需要满 

足所谓的 B—B条件．文献E9]提出了另外一种混合元格式，当选取的两个逼近空间满足一种简单的约束关系 

时，该格式自然满足B—B条件，避开了因梯度算子带来的麻烦，且在和传统格式同样精度的条件下，该格式需 

要更小的自由度规模．文献[1O一14]分别讨论了sine—Gordon方程、广义神经传播方程、非线性 Schr6dinger 

方程和 四阶双曲方程的Q +Q。 ×Q 。混合有限元方法半离散和全离散格式下的超逼近和超收敛分析 ；文献 

[15]研究了线性常系数抛物方程的非协调混合元(EQ7 +Q 。×Q。 )的超收敛分析和外推；文献[16]利用 

EQ7 +Q1。×Q。 研究了Sobolev方程全离散格式下的收敛性分析．但是，关于非线性强阻尼波动方程利用这 

种满足简单约束关系的非协调单元对进行半离散和全离散误差分析的讨论目前还很少见． 
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本文主要 目的是利用EQ7 +Q 。×Qo 非协调单元对研究非线性强阻尼波动方程在半离散及全离散格 

式下的逼近和超收敛分析，借助于摘要中提到的该单元的特殊性质、插值理论、高精度分析和插值后处理技 

术，在半离散格式下分别导出了原始变量 的H 模和中间变量 的L 模下 O(h )阶超逼近性质和整体超 

收敛．同时，通过构造一个新的全离散格式，在网格比不作要求的情况下，得到了无条件的超逼近结果． 

1 单元构造及性质 

设 Q是一个矩形区域，其边分别平行于z轴和Y轴， 是 Q满足正则假设的矩形单元剖分族．设 K∈ 

，定义单元 K的中心点为( ， )，边长分别为 2 ，x，2 ． ，单元 K 的顶点为a (z 一h ，Y 一hlv．K)， 

口2(zK+h ．K， 一hy，K)，a3(zK+h ，K， K+h )，a4( K—h ，K， K 4-h_v．K)，单元 K 的边长为 z 一—aia—i+1， 

i一 1，2，3，4(mod4)，取 hK— ma x {h ，K，h ，K)，h===max{hK)． 
K∈ T̂ K∈ ．／-̂ 

定义混合有限元空间_1 为 
r 

Vh一{ ； J K∈span{1， ，Y，z。， 。)，J[ ] 一0，F(二二aK，V K∈ )， 
J 

w 一 {叫^一 ( ，锄：)；叫^l K∈ Ql，。(K)x Qo， (K)，V K E Th}， 

其中，Q,o， (K)一span{x ，0 i m，0=三三J }，[ ]表示跨过单元边界 F的跳跃值．当 F(==aQ时， 

厂 j F ds 0· 
对于 “∈ H (Q)， E(H (Q))。，设 Ⅱj： 一 和 Ⅱ；：(H (Q))z一 分别为由V 和一W 诱导出的 

插值算子，满足：Ⅱ l 一Ⅱk，II：I 一Ⅱ ， · 
r r 

1 l( 一Ⅱ “)ds一0，i一 1，2，3，4， 

． (2) l 
r 

I I( 一Ⅱ “)dxdy一0， 

和I(叫一Ⅱ 训)·”一0，i一1，2，3，4．其中， 表示3K上的单位外法向量． 
川  

一  一  

对于 E H (Q)，声∈ (H。(Q)) ，硼 E Wh， E V ，文献[17—19]分别证明了如下结论 

( ( — II )，Wh)一 0， 

( 一Ⅱ ，叫 ) Ch l l。ll砌 ll。， 

1 
． 

‘ ds l CA 

2 问题的逼近与超收敛分析 

为了构造问题(1)的新的混合有限元格式，引入中间变量 一一 “，则方程(1)可变为 
— —

÷- —÷ —' 

f + · + ·P + · — f 

I + 一0，(x， )E n×(0，T]， 

l“(X， )一0，(X，≠)E a x(0，T]， 

lu(X，0)一 0(X)， (X，0)一 1(X 

)，(X，t)E ×(0，T]， 

与方程(6)对应的变分问题为：求 {“， }：[O，丁]一 H (n)×(H (n)) ，使得 

f(“ ， )一 ( ， )一( ， )一 ( ， )一 (厂( )，7d)，V E H (n)， 

(P，伽)+ ( U，叫)一 0，V叫 E (H (n)) ， 

I (X，0)一 “o(X)， (X，0)一 “1(X)，X E n． 

相应的混合有限元逼近为：求 {M ，P )：[0，T]一 V ×砌 满足 

f(a)(“̂￡ ，7d̂)一 ( ， )̂ ～ ( ， )̂̂ 一 (户舡 ， 7d̂)̂ 一 (，(“̂)， ̂ )，V ∈V ，̂ 

(b)( ，̂叫 )̂+ ( ，叫 )̂̂ ： 0，V叫^∈ W ，̂ 

【 ̂(X，0)===IIj 。(X)，Û￡(X，O)一 II U1(X)，X E Q． 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 
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其中( ， ) 一∑I ，uvdxdy，在不引起混淆的情况下仍将( ， ) 表示为(“， )． 
K∈ 1 ⋯  

定理 1 问题(8)存在唯一解． 

证明设 } l_ 和{ ) 分别是 V 和一W 的一组基，令 

“ 一 ∑h ( ) ， 一∑g ( ) ． 

在(8)(a)中令 =：： ，在(8)(b)中令 一 ，则方程(8)可变为如下等价形式 

』A 一Bc + ㈤ 
【a G(￡)+BT』_1---~(￡)一0． 

其中：H(￡)一 (̂1( )，h2(￡)，⋯ h ( )) ， 一 (g1(￡)，g2( )，⋯，g ( )) ，A 一 (≠ ， ，) Xr， 一 ( ，，
1 

B V 

) ×， ，C一( ， )r2× ，B 一( ， 声 )r2× ， 一(厂(∑h ( ) )， )r1 ． 

方程(9)第 2式对 t求一阶导，二阶导再代人方程(9)第 1式得 

(A+Bc— BT) +Bc一 BT( +青( ))=== ． 
dt dt 

由于A+Bc B 为正定矩阵， 满足Lipschitz连续，初值再(o)由“ (x，0)， (x，o)所确定，由文献 

[2o]可知，当 t> 0时，开( )有唯一解，进而， (￡)有唯一解，所以问题(8)存在唯一解： 

下面给出上述问题的超逼近分析． 

定理 2 设 {“，p)和 { ，户 )分别是方程(7)和(8)的解， ， ， ∈ H。(n)， 一 ( ，P )∈ 

(H (n)) ，则 

ll Il1．一“ fl l， + llⅡ： 一 l】 ， Ch。[I(1l“ll!+ 

lI ll；+ lI ll；+ lI P ll；+ ll ll；)ds]号， 

lIⅡi 一 Il。三三三Ch [1l _l +I (1l“ll；+lI lI；+lI lj；+ll ll；+ll ll；)d ]专． 

证明 记“一“ 一( —II~u)+(Ⅱj 一Uh) 叩+ ， 一； 一( 一Ⅱ )+(Ⅱ； 一P_十h) + ． 
由(3)、(7)和(8)式可得 

f(a)( ， )一( ， "Oh)一( ，V )一( ， )一(厂( )一 

l f(~-h)， )一( ，~Uh))+(1D， Vh)+(Pf， )+ ， )+ 

1 K∑̂ ‘n~h ds+萎 ‘n hds+ ∞ 
I． ÷—' ÷ I(b)( ，叫 )+( ，Wh)一一(．D，叫 )

． 

对(10)(b)求导可得 

( ，Wh)+ ( 8，叫 )̂一一 (pf，训 )̂， 一 + 。一 

( ， )+ ( ， )=-- ( ， )． 

在(10)(a)中令 一 8，在(10)(b)和(11)、(12)式 中令 一 8，得 

( ，8)+ ( 已， 8)+( 8， 8)+ ( ， 8)===(厂( )一f(u )，8)一 (伽， )+ 

晷 K‘ + · + J · d ， 
根据(4)、(5)式，插值理论，Schwarz不等式，Young不等式，Lipschitz连续对(13)式进行估计 

专 (1l 8 ll +_l 8 l】 +ll ll )+ll 8 ll；， 三三三c(1】 ll。+ ll。)Il 8 ll。+ 
Ch。ll ll ll￡l_。+Ch l】 ll ll 8 ll ， +Ch z lI ll lI 8 lI ： + 

Ch Il ll ll 8 ll ， Ch (1_ lI；+ lI ll；+ ll ll；+ 

(11) 

(12) 

(13) 
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ll lI；+ ll ll；)+c(1I ll}， + lI 8 ll 5+ lI 8 ll{． )． 

对上式两边从 0到 t积分，并注意到 (X，O)一8(X，O)一0，再由Gronwall引理，得 

lI 8 lI}， +ll ll；． Ch I (1l ll；+Il ll；+_l ll；+【l ll；+ll )ds， 

lI 8 l】 ． +ll l_ ， 三三三Ch z[1 (1l“ll；+lI lI；+lj lI；+lj P ll；+ll ll。2，u J 1． 

另一方面，在(1o)(b)中令 一 ，则有( ， )+( ， )一一( ， )，所以，Il C ll ， ll Il。+ 

Ch z ll l10， 

即 

1I。 C IllI +Ch z Il2． (15) 

将(14)式代入(15)式，可得 

lI lI。 Ch z{lI ll。+[1 (1I“ll；+lI +lI ll i+ll l_{Il+l】 {l。2 u 1． (16) 

为了得到整体超收敛，类似于文献[10]构造插值后处理算子Ⅱ{ 和Ⅱ； ：K一∈T 把相邻4个小单元格合 
4 

并构成的一个大单元， ∈U K ，并有如下结论成立 
f= 1 

定理 3 设 {U， }和 { ， )分别是(7)和(8)的解，“，“ ∈ H。(n)n H (n)，P一 ( ，P。)∈ 

(H。(n))。，则有 

Il 一Ⅱ； lI ． Ch z{ll Il。+[1 (1_ +lI“ lI；+lI +Il ll i+_l ll 2 u J 1)， 
J 0 

． 

Il 一rll ll。 Ch z{fl +[1 (Il lI；+l】“ lI；+lI lI i+ll； l】；+ll ll；)ds]号}． 

3 全离散及误差分析 

设 0一 to< t1< t2< ⋯ < ￡N_l< tN— T是L0，1’ 上步长为 r一 ／N 的剖分 ，t 一耵，n— l，2，⋯， 

N， ”===u(t )，U 代表 t—t 一rlr对 一u(t )在 Vh中的逼近，为了方便起见，引入一些记号 

． 

外号一 百1( 什 + )
，
a 井{一 ( 科 一 )， 

” ，

÷===丢(矿 +2 + )一 1( 井专+ 专)， 

a 一(2r)一 ( 科l一 )一r ( 外÷一 专)一告(a 计专+a 一{)， 

a = ( 升 ～ 2 + )一 r- (a 抖专一 a a 专)． 

由于以 E记号 ，方程(7)可改写为如下形式 

a ， )一 ( ”，{， )一 (a ”， )～(a ”，Vv)一 

尸，{(“)， )+(R ， )+ ( R；， )+ (VRI， )， (17) 

p ’寺，叫)一一 ( Un'寺，叫)． 

其中，R =：=a 一“：，}一0(rz)，RI=a ”一 ，i1一o(rz)，RI—O=P n—P-÷l，}===0(r。)． 

与(17)式对应的全离散格式为：求 ( ，P”)∈V ×w ，̂满足 

f(a U ， )一 (P 专， )̂一 (a P ， )一(a P ， )一 (广’寺(U)， )， 

J(P”，叫 )===一(VU ，锄 )， (18) 

{U。一Ⅱ2 o，U 一1I1 (‰+“1r+去 (o)r )． 
L 厶 

定理 4 设 和 分别是(17)和(18)的解， ， ∈H (n)n W 一，则 

lIⅡ “ 一U Il ， 一O(h +r )，lIⅡ； 一P ll。：O(h +r )． 
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证明 记 “ 一U”一 ( ”一Ⅱ )+(1ieu 一U ) 矿+ ， 
_' —' _÷ —' ÷ ÷ 

P 一 P 一 ( 一 Ⅱ )+ (Ⅱ 一P”) -I-0 ． 

由(17)和(18)得误差方程 

由方程 (19) 

(a)(a ， )一 ( 寺，V )一 (a 0 ， )一 (a 0 ， )一一 (a 77 ， )̂+ 

( ’i， "Oh)+ (a P ， 72̂)+ (a lD”，V ̂ )+ (广’{(甜)一 

1

( +晷 n‘’~ds+K∑ETh' “÷‘n vḧ 

。
j ¨( )+( 鼢 )+( 鼢 

(b)( ，硼 )̂一一 ( ， )̂～ ( ，砌 )̂． 

第 2式可得 

( i， )̂一一 (V ’寺，,Lû )一 ( ’{，7y,31 
^
)， l一 1_ ÷ —’ 

(a 0 ，甜 )̂一一 (a ，7．ô )一 (a ， )̂， 

(a 0”，叫 )̂一一 (a ，训 )̂一 (a p ，训 )̂． 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

在方程(19)第 1式中取 一a ，在(17)、(18)、(19)式中取w h—a ，可得 

(a ，a， )+ (a ，a )+ (a ，V8 )+ ( ，}， a 一)一 

． 

(广呵1( )一尸’{(u)，a
t ”)一 (a ，a )+

K

∑
E Th'j m}· t + 

萎 }· 蚪暑j。 · ¨ 

(R ，a )+( R；， a )+( R ， a ) ∑Ai． (23) 

先估计(23)式左端项 

(a ，a )一(2r) (1l a 井专Il j— ll a 专Jl )， 

(a ，a )一 (2r)一 (It a 井专ll{
， 

一 ll a 一i1 {
， 
)， 

(a ，a )一 ll a ll}， ，( ，_}，V3 )一 (2r) (1l 号ll；
， 

一 ll i1}l}
． j． 

接下来估计(23)式右端项 

l A1 l一÷[(广州(“)一广州(【，))+2(广(“)一广(u))+(ff一 ( )一厂 (【，))，a ”]≤ 

c(1l矿州ll + Il矿ll + ll Il j)+c(1l Il i+ }l ll 5+ 一 l} )+-=_1{l a ”ll 

Ch (jl抖 ll；+ ll ”ll；+ ll ll；)+C(1l II + 』l l】 + II 一 ll )+_=-1 II a ll li 

“ll 。。c z c川 +c(Jl ll + lj ll + ll ll )+_=I1 ll a ”ll 2 
， 

， 

其中 

ll U Il L。。(H2(n))一 sup ll“Il H2(n)． 

1 A }一(a ，a n)三三三C ll ll。l1 a n l』0 C l}a r +-=_1 11 a ” 二三三C(2 )一 f l} ll：d + 

--  1 Il a C(2r)一 f ll“ ds+ 1 II a n Ch I1 }l i n))+ lj a _l J J t 0 3 。 
l A。l+I A l+l A Ch ll ，{ll。a n ll 

， 
+Ch z l】 ，}}l。a 

． + 

Ch ll ”， a tl Ch ( ll t。。 。 + l _l z + 

i。。 )+_=_1 ll a 11 
0 

A。l+l A l+l A l三三三C(1l R ， Il + 
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ll i n + _l VRI )+i1 l『a ” + If a l + 2 l『a ”ll 

将上述结果代入(23)式可得 

去(1l a 升专_l —ll a 吉l】 )+ r(Il a 土ll}． ～ll a 专ll}， )+专r(_l 专ll}， 一 
ff — ff 2， )三三 (ff“ff 。。 。 。 + ff ff￡一 + ff ff￡。。 。 + ff f i。。 。 + 

ll ll t。。 z )+c(1l ll：+ ll ll j+ ll il j)+Cr ． (24) 

对(24)关于n从 1到 M一1求和，得 

ll af M 1 l}5+ 1l a MI专ll}
， 
+ ll M一号ll 

， 
三三三C(1}a 1 ll + ll a 1 ll；+ 

ff f{12)+CA r∑(1f“lI 一 z +lI lI i。。 z +【l lI 。。 + 

l_ l J￡。。c 。㈣+l_ Jl￡。。cHz c ，)+Cr∑(Jl +l_ +I_ )+c∑ ． (25) 

又因为 ：U 一llu 一O(r。)， 一0， 

所 以，有 

ll a 专ll i+ tl-2t 专1l；
， 十ll ll；， 一 ll 一 ll j+ ll 一 ll{． +{II~,1十 l】}． 一0(z．4)， 

(26) 

另一方面 
M 一1 M—l 

G 4 Z-∑(1l“ 。。c”z cn”+ll“ ll i。。 z +ll ll 一 n̈)+c∑r5一O(h +r )． (27) 

将(26)，(27)式代入(25)得 

ll 专ll}
， C(h4+Z．4)+c∑(1l ll +lI ll i+ll ll )． (28) 

由于}J 专J 一丢(1l } +ll f )十 ( ， )， 

(V ，V ) ll ll}， +÷ M}J ， ． 

因此，(28)式可变为 
M _1 

ll Il{， ll {l；， +{ll ll；， +C(h +r )+c∑(1l ll j+1l ll +ll ll )， 
 ̂一2 ． 

(1一Cr)ff f{f， ≤C(h +Z．4)+cr∑ ff ll ， +( +2){f f} ． 

选取 r适当小，使 1～ 为正数，再由离散的Gronwall引理，得 

ll lI ， =O(h。+t．-2)． 

在(19)(b)式中令 一 n，( ”， n)z--( ， ”)一( ， n) 

Jl ”l{。 lI lJj． 十 J{ ”J J ． 

所以有 ll ” ：=：O(h2+rz)． 
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A Nonconforming Mixed Element Analysis for Nonlinear Strongly Damped Wave Equations 

MAO Fengmei，DIAO Qun 

(School of M athematics and Statistics，Pingdingshan University，Pingdingshan 467000，China) 

Abstract：In this paper，with help of鼢  +Q1。×Qol element，a nonconforming mixed finite element method for nonlin— 

ear strongly damped wave Equation is investigated By utilizing high accuracy analysis，two special properties of EQ巾f element： 

(a)the consistency error is of order O(h。)which is one order higher than its interpolation error；(b)the interpolation operator 

is equivalent to its Ritz—proj ection operator，the super-close and the global super-convergence results with order O(h )for the 

primitive solution U in broken H 一norm and flux variable P in E2_norm are obtained through interpolated postprocessing ap— 

proach，respectively for semi—discrete scheme．At the same time，the super—close results with order 0( 。+ r )are obtained 

through constructing a new full—discrete scheme． 

Keywords：strongly damped wave equations；nonconforming mixed element；semi—discrete；full—discrete schemes； 

super-close；super-convergence 
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