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带有工作故障的 M/M/1重试排队系统的性能分析

叶晴晴,陈钰

(南京信息工程大学 数学与统计学院,南京210044)

摘 要:研究了带有工作故障的 M/M/1重试排队系统.基于广义特征值法,根据平衡方程得到了重试空间中

顾客数与服务台状态的稳态联合概率分布的显示解,推导出排队系统的重要性能指标,并对任意客户逗留时间分布

函数进行Laplace-Stieltjes变换,以此获得任意顾客的平均逗留时间.最后,通过数值例子来分析系统的参数变化对

系统性能指标的影响,此外,还将广义特征值法与矩阵几何解法进行了比较.
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在现实生活中,排队系统的服务台长期工作导致故障的出现,传统稳定可靠的排队模型已经不能说明现

实情况.2012年,文献[1]首次提出工作故障策略,即服务台在正常工作状态下可能发生故障,发生故障后服

务台立刻进行修理,并且以较低的服务速率继续为顾客服务.2018年,文献[2]讨论了具有工作故障的

MAP/M/1队列,采用矩阵几何解法求出系统的稳态队长,并且给出了一个递推公式来获得平均逗留时间的

近似值.2021年,文献[3]考虑了一个具有工作故障和延迟工作休假的 M/M/1队列,采用广义特征值法推导

出系统的稳态概率分布与若干性能指标.同年,文献[4]研究了完全故障且可中断启动时间 M/M/1排队模

型,基于“收益-成本”效用函数,研究顾客进队的个体最优策略,并且通过解平衡方程进而分析统筹全局的

社会最优收益.
为了避免服务器在正常工作状况下出现数据的拥堵现象,文献[5]首次发表了有关重试排队研究的文

章.当到达的顾客发现服务台处于繁忙状态且暂时不能提供服务时,顾客便会进入一个重试空间,在一段随

机时间后顾客再次尝试直至服务台可以进行服务,这便是重试排队系统.近年来,重试排队系统研究引起了

众多学者的关注,已经广泛应用于通信网络和计算机网络,解决了许多实际问题.2019年,文献[6]研究了一

类带休假的M/M/c阻塞重试排队问题,利用矩阵几何解法导出了系统的稳态队长以及一些性能指标.2020年,
文献[7]考虑了一类具有一般重试次数和单工作休假的 M/G/1重试队列,使用补充变量方法处理了服务器

状态和轨道中的客户数的生成函数,导出了一些系统主要的性能指标.
基于以上分析,本文把重试排队与工作故障策略结合,考虑带有工作故障的 M/M/1重试排队模型,该

模型可应用于铁路12306、大麦网、景区票务管理系统等网上购票系统.考虑一个拥有无限顾客容量的购票系

统,当顾客进入购票系统进行购票请求时,如果系统处于繁忙状态,则顾客需要进行刷新页面来请求购票;
如果系统处于空闲状态,则该顾客可以直接进行购票,但是在购票过程中系统可能出现故障,在故障的状态

下购票系统并不会完全崩溃,仍然可以为顾客提供购票服务,但是此时系统的抢票速率要低于正常购票状态

下的速率.经过一段时间的较低速率的抢票后,购票系统经过自动维修便可以调整为正常工作状态.顾客购

票成功后便可退出购票软件.这种网上购票系统由于系统繁忙而进行的刷新页面与重试排队模型相对应,购
票系统出现故障的情况与工作故障模型相对应.

本文剩余部分的结构如下:第一部分详细描述了带有工作故障的 M/M/1重试排队系统;第二部分证明
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该排队系统的平稳条件,并得到重试空间中的顾客数与服务台状态的稳态联合概率分布的显示解;第三部

分推导出该排队系统的几个性能指标;第四部分通过数值实验讨论了系统参数对系统性能指标的影响,并
且对该模型进行了广义特征值法和矩阵几何解法的比较.

1 模型描述

(1)顾客的到达服从参数为λ的泊松过程.
(2)排队系统在正常工作期,服务台的服务时间服从参数为μ 的指数分布,服务台在正常工作的过程中

随时可能发生故障,故障的到达是参数为α的泊松过程.一旦服务台出现故障,便立刻进行维修,维修时间服从

参数为β的指数分布,服务台在维修期间并没有完全停止服务,而是以较低的服务速率η(η<μ)继续提供服务.
(3)顾客到达系统时,如果服务台处于空闲状态,则立刻为该顾客提供服务.如果服务台处于繁忙状态,则

顾客进入重试空间等待重试.重试空间发出服务请求的过程是参数为θ的泊松过程,即系统采取常数重试策略.
(4)假设顾客的到达间隔时间、服务台故障的到达间隔时间、重试的间隔时间、正常工作期服务时间、工

作故障期服务时间和服务台维修时间相互独立.服务顺序为先来先服务(FCFS),重试空间的容量是无限的.
带有工作故障的M/M/1重试排队系统在任意时刻t可用2个随机变量进行描述:N(t)表示t时刻重试

空间中的顾客数,I(t)表示t时刻服务台所处状态且I(t)=0表示服务台处于工作故障状态且空闲,I(t)=
1表示服务台处于工作故障状态且繁忙,I(t)=2表示服务台处于正常工作状态且空闲,I(t)=3表示服务台

处于正常工作状态且繁忙.该随机过程{(N(t),I(t)),t⩾0}是一个二维的连续时间马尔科夫过程,状态空

间为Ω={(k,i),k⩾0,i=0,1,2,3},状态转移图见图1.

按照字典顺序排列,该连续时间马尔科夫过程{(N(t),I(t)),t⩾0}的无穷小生成元可表示为
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2 稳态分析

引理1 连续时间马尔科夫过程{(N(t),I(t)),t⩾0}的稳态条件为:

λ(λ+θ)[(α+β)(λ+β+θ)+ηβ]
(αηθ+μθβ)(λ+β+θ)+μηθβ

<1. (2)

  证明 注意到T=B+A+C 为不可约矩阵,设4维行向量π* =(π*
1 ,π*

2 ,π*
3 ,π*

4 ),满足π*T=0,

π*e=1,其中e=(1,1,1,1)T.根据文献[8]中定理1.7.1可知该马尔科夫过程{(N(t),I(t)),t⩾0}遍历的

充要条件为:

π*Ce<π*Be, (3)
将π* =(π*

1 ,π*
2 ,π*

3 ,π*
4 )代入π*T=0得到以下方程组

-(λ+β+θ)π*
1 +ηπ*

2 =0, (4)
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4 , (5)
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4 , (6)

βπ*
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4 . (7)

根据方程(4)~(6),向量π* 可用π*
1 表示为

π* = 1,λ+β+θ
η

,αηβ+μβ(λ+β+θ+η)
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由于不等式(3)等同于λ(π*
2 +π*

4 )<θ(π*
1 +π*

3 ),利用式(8),可化简得到稳态条件为不等式(2),引理1
得证.

当稳态条件成立时,随机过程{(N(t),I(t)),t⩾0}达到平稳状态,定义重试空间中的顾客数与服务台

状态的稳态联合概率分布为

πki=lim
t→∞

P{N(t)=k,I(t)=i},(k,i)∈Ω, (9)

引入稳态概率向量为π=(π0,π1,…,πk,…),其中πk(k⩾0)为4维行向量.根据矩阵Q 得到平稳方程

π0A0+π1B=0, (10)

πk-1C+πkA+πk+1B=0,k⩾1. (11)
方程(11)所满足的特征矩阵为

Ψ(x)=Bx2+Ax+C=
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Ψ(x)对应的特征行列式为:det[Ψ(x)]=x2·(ax4+bx3+cx2+dx+h),其中

a=θ2ημ,b=-θ(ηl1+μ2+αβη),h=λ2(λ+θ)(λ+β+θ),

c=λθη(λ+θ)+λθμ(λ+β+θ)-αβ[(λ+β+θ)(λ+θ)+λη]+l1l2,

d=-λ(λ+θ)[(λ+β+θ)(λ+β+η)-λη]-λ(λ+β+θ)[(λ+θ)(λ+μ+α)-λμ],

l1=(λ+θ)(λ+μ+α)-λμ,l2=(λ+β+θ)(λ+β+η)-λη.
特征方程det[Ψ(x)]=0为一元六次方程,其中有2个零特征值.对于一元四次方程ax4+bx3+cx2+
dx+h=0的求解可参阅文献[9],得到以下4个非零特征值

m1,2=-
b
4a+Y±

1
2 -4Y2-2K -

H
Y
,m3,4=-

b
4a-Y±

1
2 -4Y2-2K -

H
Y
,

其中

δ0=c2-3bd+12ah,δ1=2c2-9bcd+27b2h+27ad2-72ach,

Δ=((δ1+(δ21-4δ30)
1
2)/2)

1
3,K =(8ac-3b2)/8a2,
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H =(b3-4abc+8a2d)/8a2,Y=(-2K/3+(Δ+δ0/Δ)/3a)
1
2/2.

  根据文献[10]的命题2,如果排队系统处于平稳状态,Ψ(x)有且仅有4个特征值严格处于单位圆盘中.
注意到Ψ(x)有2个零特征值,故设在单位圆盘中2个非零特征值为r1和r2,对应的左特征向量为γ1和γ2.
根据方程γnΨ(rn)=0,n=1,2,得到非零特征值r1 和r2 的左特征向量为

γn =(1,f1,f2(rn),f3(rn)),n=1,2, (13)
其中,

f1=
λ+β+θ

η
,

f2(x)=
αβηx-μη(θx

2+λx)+μ[(λ+β+η)x-λ](λ+β+θ)
(λ+θ)αη

,

f3(x)=
[(λ+β+η)x-λ](λ+β+θ)-η(θx

2+λx)
αηx

.

系统的稳态概率向量πk(k⩾0)可表示为特征值r1 和r2 与其对应的左特征向量γ1 和γ2 的线性组合

πk =t1rk
1γ1+t2rk

2γ2,k⩾0, (14)
其中t1 和t2 是待定系数.注意到π0A0+π1B=0等价于

(λ+β)π00=ηπ01, (15)
(λ+β+η)π01=λπ00+απ03+θπ10, (16)

λπ02=βπ00+μπ03, (17)
(λ+μ+θ)π03=βπ00+λπ02+θπ12. (18)

结合归一化条件∑
∞

k=0
πke=∑

∞

k=0

(t1rk
1γ1+t2rk

2γ2)e=1,便可确定参数t1 和t2 为

t1=
γ1e
1-r1

-
[λf2(r1)-β-μf3(r1)]γ2e

[λf2(r2)-β-μf3(r2)](1-r2){ }
-1

,t2=-
λf2(r1)-β-μf3(r1)
λf2(r2)-β-μf3(r2)

t1. (19)

3 性能指标

本部分基于上述理论结果,分析系统的各项性能指标如下:
(1)重试空间的平均顾客数为E(N):

E(N)=∑
∞
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其中e=(1,1,1,1)T.
(2)重试空间中没有顾客的概率为P0:

P0=π0e=(t1γ1+t2γ2)e. (21)

  (3)系统服务台处于空闲和繁忙状态的概率为PF 和PB:

PF =∑
∞
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其中e1=(1,0,1,0)T,e2=(0,1,0,1)T.
(4)系统服务台处于正常工作和工作故障状态的概率为PN 和PW:

PN =∑
∞
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其中e3=(0,0,1,1)T,e4=(1,1,0,0)T.
(5)任意顾客的平均逗留时间E(W).
定义W *(s)为任意顾客逗留时间分布函数W(x)的Laplace-Stieltjes变换(简称LST),W *

k,i(s)为当系

统处于(k,i)状态时到达顾客的条件逗留时间分布函数Wk,i(x)的LST,
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W *(s)=∫
∞

0
e-sxdW(x),s⩾0,

W *
k,i(s)=∫

∞

0
e-sxdWk,i(x),k,i∈Ω,s⩾0.

得到如下递归关系:

W *
k,0(s)=

λ
λ+β+θ+sW

*
k,1(s)+ β

λ+β+θ+sW
*
k,2(s)+

θ
λ+β+θ+sW

*
k-1,1(s),k⩾1, (24)

W *
k,1(s)=

λ
λ+β+η+sW

*
k,1(s)+ β

λ+β+η+sW
*
k,3(s)+ η

λ+β+η+sW
*
k,0(s),k⩾0, (25)

W *
k,2(s)=

λ
λ+θ+sW

*
k,3(s)+

θ
λ+θ+sW

*
k-1,3(s),k⩾1, (26)

W *
k,3(s)=

λ
λ+μ+α+sW

*
k,3(s)+ μ

λ+μ+α+sW
*
k,2(s)+

α
λ+μ+α+sW

*
k,1(s),k⩾0. (27)

其中W *
0,0(s)=W *

0,2(s)=1.对式(25)和(26)进行化简得:

W *
k,1(s)= β

β+η+sW
*
k,3(s)+ η

β+η+sW
*
k,0(s),k⩾0, (28)

W *
k,3(s)= μ

μ+α+sW
*
k,2(s)+

α
μ+α+sW

*
k,1(s),k⩾0. (29)

将W *
0,0(s)=W *

0,2(s)=1代入式(28)和(29)可得

W *
0,1(s)=

αβη+μβ(β+η+s)
(μ+α+s)(β+η+s)2-αβ(β+η+s)

+ η
β+η+s

, (30)

W *
0,3(s)=

αη+μ(β+η+s)
(μ+α+s)(β+η+s)-αβ

. (31)

结合式(30)和(31),对式(24)、(26)、(28)和(29)进行求解得W *
k,0(s),W *

k,1(s),W *
k,2(s)和W *

k,3(s),k⩾1.根
据PASTA定理[11]得到:

W *(s)=∑
∞

k=1
W *

k,0(s)πk-1,0+∑
∞

k=1
W *

k,1(s)πk-1,1+∑
∞

k=1
W *

k,2(s)πk-1,2+∑
∞

k=1
W *

k,3(s)πk-1,3, (32)

任意顾客的平均逗留时间为

E(W)=-
dW *(s)
ds |s=0. (33)

  对于式(33)的计算本文

采用自动微分算法,具体原

理可见文献[12].其实现可

在 MATLAB平台下,利用

ADMAT自动微 分 工 具 将

作为输入变量,通过调用函

数在计算函数值的同时实现

导数值的自动计算.任意顾

客的平均逗留时间E(W)的
具体计算过程可见表1中的

算法1.

表1 计算任意顾客的平均逗留时间E(W)

Tab.1 CalculatetheaveragesojourntimeofanycustomerE(W)

 算法1 计算任意顾客的平均逗留时间E(W).

输入 {A0,A,B,C}.

输出 任意顾客的平均逗留时间E(W).

步骤1 确定Ψ(x)的两个非零特征值r1 和r2 与对应的左特征向量γ1 和γ2.

步骤2 计算系统的稳态概率向量πk(k⩾0).

步骤3 利用PASTA定理得到任意顾客逗留时间分布函数的LST为W *(s).

步骤4 计算E(W)= -
dW *(s)
ds |s=0.

4 数值实验

4.1 参数的灵敏度分析

基于以上研究所获得的系统稳态性能指标,本部分进行数值实验来说明系统参数对这些性能指标的影

响.每个数值实验的参数值选择需满足引理1中连续时间马尔科夫过程{(N(t),I(t)),t⩾0}的稳态条件.
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图2至图5假设系统参数为λ=1.5,θ=4,μ=2.5,η=1.6,α=0.5,β=2,绘制重试空间中没有顾客的

概率P0,服务台空闲的概率PF 以及服务台处于工作故障状态的概率PW 分别随参数μ,η,θ 和β 的变化曲

线.图2表明:P0和PF 随μ 的增大而增大,PW 随μ 的增大而减小;图3表明:P0,PF 和PW 随η的增大而增

大;图4表明:P0 随θ 的增大而增大,PF 和PW 随θ的增大而缓慢减小;图5表明:P0,PF 和PW 随β的增

大而减小.故从现实排队系统管理者的角度来考虑,系统可以通过提高服务台在正常工作状态的服务速率,
并加快对故障服务台的维修速率,以此降低服务台发生故障的概率,使服务台得到最有效的使用.其次,增大

服务台在正常工作状态与维修状态下的服务速率,能够有效缓解重试排队系统的拥塞现象.

图6至图9假设系统参数为λ=1.5,θ=4,μ=2.5,η=1.6,α=0.5,β=2,绘制重试空间中的平均顾客

数E(N)和任意顾客的平均逗留时间E(W)随参数λ,μ,θ和β的变化曲线.图6和图7表明:β分别取2.0,

2.5,3.0,改变μ的值,E(N)和E(W)随μ的增大而减小,其中当μ增大到某一固定值时,E(N)趋近于0.当

μ 一定时,E(N)和E(W)随β的增大而减小.图8和图9表明:θ分别取6,8,10,改变λ的值,E(N)和E(W)
随λ 的增大而增大.当λ一定时,E(N)和E(W)随θ的增大而减小.故从排队系统管理者的角度来考虑,系
统的顾客量过大会导致队列拥挤,新到达顾客要想接受服务需要等待较长的时间.对此管理者可做出提高服

务台正常工作期的服务速率,加快对故障服务台的维修以及增大重试空间的重试率等策略来缓解队列的拥

塞现象,以此提高排队系统整体的服务质量.
4.2 矩阵几何解法

20世纪,文献[8]对结构矩阵分析方法进行了系统的研究.随后,文献[13]中提到的矩阵几何解的方法

被引入到GI/M/1休假排队的研究,将矩阵几何解从数值形式推广到矩阵的形式.
根据Q 矩阵的特殊结构,本文研究的连续时间马尔科夫过程{(N(t),I(t)),t⩾0}为拟生灭过程,对该

过程也可运用矩阵几何解法进行分析.首先需要求得二次矩阵方程R2B+RA+C=0的最小非负解R,由于

A 矩阵的结构不能得到R 的精确值,为此通过迭代公式R[n+1]=-(R2[n]B+C)A-1 在MATLAB软件

中得到矩阵R 的近似值.利用矩阵几何解法可将系统的稳态概率向量表示为πk=π0Rk,k⩾0,其中π0 根据
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矩阵方程π0(A0+RB)=0和归一化条件π0(I-R)-1e=1确定,其中I为4阶单位矩阵,e=(1,1,1,1)T.
重试空间的平均顾客数可表示为E(N)=π0R[(I-R)-1]2e.

对于本文研究的带有工作故障的 M/M/1重试排队系统,设定几组不同的参数值,把采用广义特征值法

和矩阵几何解法得到的重试空间的平均顾客数分别记为E(N1)和E(N2),所有参数值的选择满足引理1中

连续时间马尔科夫过程{(N(t),I(t)),t⩾0}的稳态条件,比较结果可见表2.
表2 广义特征值法和矩阵几何解法的重试空间平均顾客数E(N)的比较

Tab.2 ComparisonofE(N)betweenthespectralexpansionmethodandthematrixgeometricsolutionmethod

组号 λ μ α β η θ 广义特征值法E(N1)矩阵几何解法E(N2)

1 1.0 3.0 0.10 2 1.5 3 0.6053 0.6044

2 1.5 2.5 0.05 2 1.6 4 3.5742 3.5801

3 2.0 4.0 0.50 3 2.0 5 2.4602 2.4584

4 8.0 15.0 1.00 8 12.0 15 16.6599 16.6610

5 10.0 20.0 10.00 10 15.0 30 7.0852 7.0886

  通过表2中进行的5组数值实验对E(N1)和E(N2)进行比较得到:采用广义特征值法与矩阵几何解

法得到的重试空间的平均顾客数的结果几乎一致.相比矩阵几何解法,本文采用的广义特征值法能够得到重

试空间中的顾客数与服务台状态的稳态联合概率分布πk(k⩾0)的显示解,具有更高的实用性.

5 结 论

本文研究了带有工作故障的 M/M/1重试排队系统,通过工作故障策略和重试排队模型的结合,考虑二

维的连续时间马尔科夫过程.基于广义特征值法,将重试空间中的顾客数与服务台状态的稳态联合概率分布

表示为特征值与特征向量的线性组合形式,并得到了重试空间中的平均顾客数与任意顾客的平均逗留时间

等相关性能指标,通过数值例子讨论了系统参数对系统性能指标的影响.
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PerformanceanalysisofM/M/1retrialqueuingsystemwithworkingbreakdowns

YeQingqing,ChenYu

(SchoolofMathematicsandStatistics,NanjingUniversityofInformationScienceandTechnology,Nanjing210044,China)

Abstract:ThispaperstudiestheM/M/1retrialqueueingsystemwithworkingbreakdowns.Basingonthespectralex-
pansionmethod,wesolvethebalanceequationstoobtaintheexplicitsolutionofthesteady-statejointprobabilitydistributionof
thenumberofcustomersintheorbitandtheserverstate.Further,someimportantperformancemeasuresofqueuingsystem
arederived.Particularly,theexpectedsojourntimeofthecuseomersisobtainedbyLaplace-Stieltjestransformation.Finally,

weprovidenumericalexamplestoillustratetheeffectsofvarioussystemparametersonperformancemeasures.Inaddition,we
comparethespectralexpansionmethodwiththematrixgeometricsolutionmethodintheanalysisofretrialqueuewithworking
breakdowns.

Keywords:retrialqueuing;workingbreakdown;spectralexpansionmethod;sojourntime
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