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广义随机Volterra积分微分方程的截断
Euler-Maruyama方法的强收敛性

韦煜明,王艳霞,申芳芳

(广西师范大学 数学与统计学院,广西 桂林541004)

摘 要:运用截断Euler-Maruyama(EM)方法研究了广义随机Volterra积分微分方程的强收敛性.首先,在局

部Lipschitz条件和Khasminskii型条件下证明了截断EM数值解的p 阶矩有界性和强收敛性;其次,在较强的假设

条件下讨论了截断EM数值解的收敛率;最后通过数值例子验证理论结果的可行性和有效性.
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Volterra积分方程被用于物理、力学、化学和工程等许多领域问题的建模,并且其理论和数值分析的研

究受到了学者们的广泛关注,见文献[1-2]及其引用.然而现实世界中的现象通常会受一些不确定性因素的

影响,于是随机Volterra积分方程被应用于描绘具有不确定性物理系统的许多现象,从而随机Volterra积

分方程在诸如数学金融、生物和工程等领域有许多应用[3].但是近年来,建立有关现实生活中问题的模型通

常需要考虑随机Volterra积分微分方程[4],因此越来越多学者开始关注随机Volterra积分微分方程的研究.
例如,在文献[5]中,研究了如下随机Volterra积分微分方程的稳定性,

dX(t)=f(X(t),t)dt+g∫
t

0
G(t,s)X(s)ds,t( )dw(t).

在文献[6]中,将所得到的结果扩展到以下广义的随机积分微分方程,即:

dX(t)= f(X(t),t)+g∫
t

0
G(t,s)X(s)ds,t( )[ ]dt+h∫

t

0
H(t,s)X(s)ds,t( )dw(t).

本文将研究如下更广义的随机Volterra积分微分方程的数值解,

dX(t)=f X(t),∫
t

0
k1(t,s)X(s)ds,∫

t

0
k2(t,s)X(s)dw(s)( )dt+

g X(t),∫
t

0
k1(t,s)X(s)ds,∫

t

0
k2(t,s)X(s)dw(s)( )dw(t),t∈ [0,T], (1)

其中f∶R×R→R,g∶R×R→R.核函数k1∶D →R和k2∶D →R都属于C1(D),其中D∶={(t,s)∶
0⩽s⩽t⩽T}并且对i=1,2,有 ‖ki‖∞ =max(t,s)∈D|ki(t,s)|.

文献[7]证明了对一些超线性的随机微分方程,显式EM方法在矩的意义下是发散的.因此,隐式方法通

常被用于研究不满足线性增长的随机微分方程(见文献[8-9]及其引用).但在研究非线性随机微分方程的

数值方法中,相比于隐式EM方法,显式EM 方法由于其具有代数结构简单、计算成本低、收敛阶比较理想

等优势而更吸引学者们的注意.因此,对非线性随机微分方程也发展了一些改进的EM 方法,如驯服EM 方

法[10-12],停时EM方法[13]和截断EM方法[14]等.其中 MAO[14]指出随机微分方程的系数满足局部Lipschitz
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条件和Khasminskii型条件时,截断EM方法是强收敛的.由文献[15]知广义的随机微分方程(1)在距的意

义下经典Euler数值方法是发散的.因此,本文希望运用截断EM方法来研究非线性随机Volterra积分微分

方程(1)在Lp 意义下的强收敛性.

1 预备知识

本文中 (Ω,F,{Ft}t⩾0,P)表示一个完备的概率空间,其中参考族{Ft}t⩾0 满足一般条件(即当F0 包含所

有P 零测集时,它是右连续递增的),E 表示对应于概率P 的期望值.w(t)表示概率空间上的标准Brown运

动.Lp([0,T];R)表示满足E|x(t)|p < ∞(p⩾1)的R值Ft 适应过程{x(t)}t∈[0,T]的族.M2([0,T];R)

表示满足E∫
T

0
|x(t)|2dt<∞的过程{x(t)}t∈[0,T]∈Lp([0,T];R)的族.对于a,b∈R,由a∨b和a∧

b分别表示max{a,b}和min{a,b}.如果G 是Ω 的一个子集,令IG 表示它的示性函数.C1(D)表示在D 中的

一阶连续可微函数类.本文中的C 表示与T,p,K,L,k1,k2,X0 有关的泛型常数(但与Δ=
T
M

无关),并且在

不同的位置C 的取值可能不同.R+ 表示区间[0,∞).Ø 表示空集,并且infØ =∞.根据方程(1),对任意t∈
[0,T]有

X(t)=X0+∫
t

0
f(X(z),∫

z

0
k1(z,s)X(s)ds,∫

z

0
k2(z,s)X(s)dw(s))dz+

∫
t

0
g(X(z),∫

z

0
k1(z,s)X(s)ds,∫

z

0
k2(z,s)X(s)dw(s))dw(z). (2)

为了得到方程(1)全局解的存在唯一性,需要给出如下假设:
(A1)对任意R ⩾1,都存在一个常数LR >0,使得对所有x,􀭺x,y,􀭵y,z,􀭵z∈R,|x|∨|􀭺x|∨|y|∨

|􀭵y|∨|z|∨|􀭵z|⩽R,系数f 和g 满足

|f(x,y,z)-f(􀭺x,􀭵y,􀭵z)|∨|g(x,y,z)-g(􀭺x,􀭵y,􀭵z)|⩽LR(|x-􀭺x|+|y-􀭵y|+|z-􀭵z|).
  (A2)存在常数p⩾2和K >0,使得对所有x,y,z∈R都有系数f 和g 满足

xf(x,y,z)+
p-1
2 |g(x,y,z)|2 ⩽K(1+|x|2+|y|2+|z|2).

  引理1[15] 假设(A1)和(A2)成立,那么(1)存在唯一的解X(t),对任意T >0有

sup
t∈[0,T]

E|X(t)|p ⩽C.

2 数值分析

2.1 截断EM 方法

为了定义截断EM数值解,先选取一个严格递增的连续函数φ:R+→R+,使得当r→ ∞ 时有φ(r)→
∞,并且满足 sup

|x|∨|y|∨|z|⩽r
(|f(x,y,z)|∨|g(x,y,z)|)⩽φ(r),∀r⩾1.φ-1表示φ的反函数,所以φ-1是

一个从[φ(0),∞)到R+ 的严格递增的连续函数.再选取一个常数h⩾1和一个严格递减的函数ψ:(0,1]→
[φ(0),∞),使得:

lim
Δ→0

ψ(Δ)=∞,Δ
1
4ψ(Δ)⩽h,∀Δ∈ (0,1].

给定一个步长Δ∈ (0,1],定义一个截断函数如(3)式所示:

fΔ(x,y,z)=f (|x|∧φ-1(ψ(Δ)))
x

|x|
,(|y|∧φ-1(ψ(Δ)))

y
|y|

,(|z|∧φ-1(ψ(Δ)))
z

|z|
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

gΔ(x,y,z)=g (|x|∧φ-1(ψ(Δ)))
x

|x|
,(|y|∧φ-1(ψ(Δ)))

y
|y|

,(|z|∧φ-1(ψ(Δ)))
z

|z|
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,
(3)

当x=y=z=0时,设 x
|x|=

y
|y|=

z
|z|=0.对任意的x,y,z∈R,易得:

|fΔ(x,y,z)|∨|gΔ(x,y,z)|⩽φ(φ-1(ψ(Δ)))=ψ(Δ). (4)
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并且使用与文献[16]类似的证明方法,可在假设(A2)成立的条件下有

xfΔ(x,y,z)+
p-1
2 |gΔ(x,y,z)|2 ⩽L(1+|x|2+|y|2+|z|2). (5)

对于x,y,z∈R成立,其中L=4K 1∨
1

φ
-1(ψ(1))

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷ .定义方程(1)的截断EM格式为

XΔ
n =XΔ

n-1+fΔ XΔ
n-1,∑

n

l=1∫
tl

tl-1
k1(tn-1,s)XΔ

l-1ds,∑
n

l=1
k2(tn-1,tl)XΔ

l-1Δwl( )Δ+

gΔ XΔ
n-1,∑

n

l=1∫
tl

tl-1
k1(tn-1,s)XΔ

l-1ds,∑
n

l=1
k2(tn-1,tl)XΔ

l-1Δwl( )Δwn, (6)

其初值XΔ
0=X0,Δ=

T
M
,tl =lΔ,Δwn =w(tn)-w(tn-1),n=1,2,…,M,M ∈N,定义:

YΔ
n-1=∑

n

l=1∫
tl

tl-1
k1(tn-1,s)XΔ

l-1ds,ZΔ
n-1=∑

n

l=1
k2(tn-1,tl)XΔ

l-1Δwl.

将(6)式改写为以下离散形式:

XΔ
n =XΔ

0+∑
n-1

r=0
fΔ(XΔ

r,YΔ
r,ZΔ

r)+∑
n-1

r=0
gΔ(XΔ

r,YΔ
r,ZΔ

r)Δwr.

对任意的t∈ [0,T],定义如下连续时间数值解􀭺xΔ(t)=∑
M-1

k=0
XΔ

tkI[tk,tk+1)
(t),以及连续时间连续样本路径的

数值解

xΔ(t)=X0+∫
t

0
fΔ(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u))du+∫

t

0
gΔ(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u))dw(u), (7)

其中:

􀭵yΔ(u)=∫
u

0
k1(u,s)􀭺xΔ(s)ds,􀭵zΔ(u)=∫

u

0
k2(u,s)􀭺xΔ(s)dw(s), (8)

且对t∈ [tn,tn+1)有t∶=tn+1.显然,由(7)式可得:

xΔ(t)=xΔ(tk)+∫
t

tk
fΔ(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u))du+∫

t

tk
gΔ(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u))dw(u).

特别地,对任意k=0,1,…,M,易得XΔ
tk =􀭺xΔ(tk)=xΔ(tk).

2.2 截断EM 方法的矩有界性

为了建立截断EM方法的p 阶矩有界性,需要如下引理.
引理2 对任意的Δ∈ (0,1]和p>0,有

E|xΔ(t)-􀭺xΔ(t)|p ⩽CpΔ
p
2(ψ(Δ))p,∀t∈ [0,T]. (9)

  证明 对任意Δ∈(0,1]和t⩾0.存在一个唯一的整数k⩾0使得tk ⩽t<tk+1.对p⩾2,由Hölder
不等式和矩不等式可得:

E|xΔ(t)-􀭺xΔ(t)|p =E|xΔ(t)-xΔ(tk)|p ⩽Cp[Δp-1E∫
t

tk
|fΔ(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u))|pdu+

p(p-1)
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

p
2

Δ
p
2-1∫

t

tk
E|gΔ(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u))|pdu].

由(4)式,对任意的t>0可得:

E|xΔ(t)-􀭺xΔ(t)|p ⩽Cp Δp(ψ(Δ))p +
p(p-1)
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

p
2

Δ
p
2(ψ(Δ))p

é

ë
êê

ù

û
úú ⩽CpΔ

p
2(ψ(Δ))p,

其中Cp 表示与p 有关的常数.对p∈ (0,2)时,由Hölder不等式可证得(9)式成立.
引理3 如果假设(A1)和(A2)成立,那么有

sup
0<Δ⩽1

sup
0<t⩽T

E|xΔ(t)|p ⩽C,∀T >0.

  证明 对任意0⩽t⩽T,对(7)式应用Itô公式得:
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E|xΔ(t)|p ⩽E|x0|p +E∫
t

0
p|xΔ(u)|p-2xΔ(u)fΔ(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u))du+

E∫
t

0

p(p-1)
2 |xΔ(u)|p-2|gΔ(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u))dw(u)|2du=∶J1+J2, (10)

其中:    J2=E∫
t

0
p|xΔ(u)|p-2(xΔ(u)-􀭺xΔ(u))fΔ(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u))du,

J1=E|x0|p +E∫
t

0
p|xΔ(u)|p-2􀭺xΔ(u)fΔ(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u))du+

E∫
t

0

p(p-1)
2 |xΔ(u)|p-2|gΔ(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u))dw(u)|2du.

由(5)式,可以得到:

J1 ⩽E|x0|p +pLE∫
t

0
|xΔ(u)|p-2du+pLE∫

t

0
|xΔ(u)|p-2|􀭺xΔ(u)|2du+

pLE∫
t

0
|xΔ(u)|p-2|􀭵yΔ(u)|2du+pLE∫

t

0
|xΔ(u)|p-2|􀭵zΔ(u)|2du.

又由(8)式知E|􀭵yΔ(u)|p ⩽ ‖k1‖p
∞Tp-1∫

t

0
E|􀭺xΔ(s)|pds,

E|􀭵zΔ(u)|p ⩽ ‖k2‖p
∞

p(p-1)
2

é

ë
êê

ù

û
úú

p
2

T
p
2-1∫

t

0
E|􀭺xΔ(s)|pds,

由引理2得:

E|􀭺xΔ(u)|p ⩽2p-1E|xΔ(u)-􀭺xΔ(u)|p +2p-1E|xΔ(u)|p ⩽CpΔ
p
2(ψ(Δ))p +2p-1E|xΔ(u)|p,

结合Young不等式有

J1⩽E|x0|p +L (p-2)E∫
t

0
|xΔ(u)|pdu+2T[ ] +L (p-2)E∫

t

0
|xΔ(u)|pdu+CpΔ

p
2(ψ(Δ))p +[

CpE∫
t

0
|xΔ(u)|pdu] +L (p-2)E∫

t

0
|xΔ(u)|pdu+‖k1‖p

∞CpΔ
p
2(ψ(Δ))p[ +

‖k1‖p
∞Cp∫

t

0
E|xΔ(u)|pdu] +L (p-2)E∫

t

0
|xΔ(u)|pdu+‖k2‖p

∞CpΔ
p
2(ψ(Δ))p +[

‖k2‖p
∞Cp∫

t

0
E|xΔ(u)|pdu] ⩽C+C∫

t

0
E|xΔ(u)|pdu. (11)

由(4)式、引理2、Young不等式和Hölder不等式可得:

J2 ⩽ (p-2)E∫
t

0
|xΔ(u)|pdu+2E∫

t

0
|xΔ(u)-􀭺xΔ(u)|

p
2|fΔ(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u))|

p
2du⩽

(p-2)E∫
t

0
|xΔ(u)|pdu+2(ψ(Δ))

p
2∫

t

0
(E|xΔ(u)-􀭺xΔ(u)|p)

1
2du⩽

(p-2)E∫
t

0
|xΔ(u)|pdu+2CpT ⩽C+C∫

t

0
E|xΔ(u)|pdu. (12)

将(11)式和(12)式代入(10)式可得:

E|xΔ(t)|p ⩽J1+J2 ⩽C+C∫
t

0
E|xΔ(u)|pdu.

应用Gronwall不等式可证引理成立.
根据引理1和引理3,可得对任意正整数R>|X0|,选取Δ* ∈(0,1]使得ψ(Δ*)⩾φ(R)成立.定义

停时σR =inf{t⩾0∶|X(t)|⩾R}和ρΔ,R =inf{t⩾0∶|xΔ(t)|⩾R,},那么对任意Δ∈ (0,Δ*],

P(ρΔ,R ⩽T)⩽
C
Rp
,P(σR ⩽T)⩽

C
Rp. (13)

2.3 截断EM 方法的强收敛性

本节将证明对任意的T >0,截断EM方法的两个数值解xΔ(T)和􀭺xΔ(T)都将在Lq 意义下收敛到精

确解X(T).
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定理1 假设(A1)和(A2)是成立的.那么对任意q∈ [2,p),有

lim
Δ→0

E|xΔ(T)-X(T)|q =0,lim
Δ→0

E|􀭺xΔ(T)-X(T)|q =0.

  证明 该定理的证明类似于文献[14]中定理3.5,主要应用引理1、引理2和引理3,并结合文献[17]的
主要结果即可证明该定理.因此,为了避免重复,故定理的证明略.
2.4 截断EM 方法的收敛速率

在上一小节,已经证明了对任意的T>0,这两个截断EM解xΔ(T)和􀭺xΔ(T)在Lq 意义下是收敛到精

确解X(T)的.在本小节,将开始讨论这两个数值解在时间T 收敛到精确解的速率.为此,还需要以下3个较

强的假设条件.
(A3)假设存在常数q⩾2和K >0,使得对所有x,􀭺x,y,􀭵y,z,􀭵z∈R,系数f 和g 满足

(x-􀭺x)f(x,y,z)-f(􀭺x,􀭵y,􀭵z)[ ] +
q-1
2 |g(x,y,z)-g(􀭺x,􀭵y,􀭵z)|2 ⩽

K |x-􀭺x|2+|y-􀭵y|2+|z-􀭵z|2( ) .
  (A4)假设存在常数K >0和γ>0,使得对所有x,􀭺x,y,􀭵y,z,􀭵z∈R,系数f 和g 满足

|f(x,y,z)-f(􀭺x,􀭵y,􀭵z)|∨|g(x,y,z)-g(􀭺x,􀭵y,􀭵z)|⩽K(1+|x|γ +|􀭺x|γ +
|y|γ +|􀭵y|γ +|z|γ +|􀭵z|γ)(|x-􀭺x|+|y-􀭵y|+|z-􀭵z|).

  (A5)假设存在一个常数K >0,使得对所有(t,s),(􀭰t,􀭰s)∈D,有ki(i=1,2)满足

|ki(t,s)-ki(􀭰t,􀭰s)|⩽K(|t-􀭰t|+|s-􀭰s|).
  引理4 假设(A2)~(A5)成立,则对任意的q∈ [2,p)和qγ<p 有

E(|eΔ(T ∧θΔ,R)|q)⩽C(Δ
q
2(ψ(Δ))q),∀T >0.

其中R >|X0|为一个实数,σR 和ρΔ,R 与(13)式中的定义相同且

θΔ,R∶=σR ∧ρΔ,R 和eΔ(T)∶=X(T)-xΔ(T).
  证明 选取Δ* ∈ (0,1]使得ψ(Δ*)⩾φ(R)成立.对任意t∈ [0,T],由Itô公式可得:

E|eΔ(t∧θΔ,R)|q ⩽E∫
t∧θΔ,R

0
q|eΔ(u)|q-2[eΔ(u)(f(X(u),Y(u),Z(u))-fΔ(􀭵xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u)))+

q-1
2 |g(X(u),Y(u),Z(u))-gΔ(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u))|2]du,

其中Y(u)=∫
u

0
k1(u,s)X(s)ds,Z(u)=∫

u

0
k2(u,s)X(s)dw(s).由 于s ∈ [0,t ∧θΔ,R],|X(u)|∨

|Y(u)|∨|Z(u)|∨|􀭺xΔ(u)|∨|􀭵yΔ(u)|∨|􀭵zΔ(u)|⩽R,且由题意知ψ(Δ)⩾φ(R),故

|X(u)|∨|Y(u)|∨|Z(u)|∨|􀭺xΔ(u)|∨|􀭵yΔ(u)|∨|􀭵zΔ(u)|⩽φ-1(ψ(Δ)),
因此fΔ(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u))=f(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u)),

gΔ(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u))=g(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u)).

  定义yΔ(u)∶=∫
u

0
k1(u,s)xΔ(s)ds,􀭵yΔ(u)∶=∫

u

0
k1(u,s)􀭺xΔ(s)ds,

zΔ(u)∶=∫
u

0
k2(u,s)xΔ(s)dw(s),􀭵zΔ(u)∶=∫

u

0
k2(u,s)􀭺xΔ(s)dw(s),

f(X(u),Y(u),Z(u))-f(xΔ(u),yΔ(u),zΔ(u))=∶􀭾f(X(u),Y(u),Z(u)),

f(xΔ(u),yΔ(u),zΔ(u))-f(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u))=∶fΔ(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u)),

g(X(u),Y(u),Z(u))-g(xΔ(u),yΔ(u),zΔ(u))=∶􀭾g(X(u),Y(u),Z(u)),

g(xΔ(u),yΔ(u),zΔ(u))-g(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u))=∶gΔ(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u)).
因此,E(|eΔ(t∧θΔ,R)|q)⩽H1+H2,其中:

H1∶=E∫
t∧θΔ,R

0
q|eΔ(u)|

q-2(eΔ(u)􀭾f(X(u),Y(u),Z(u))+(q-1)|􀭾g(X(u),Y(u),Z(u))|2)du,

H2∶=E∫
t∧θΔ,R

0
q|eΔ(u)|q-2(eΔ(u)fΔ(􀭵xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u))+(q-1)|gΔ(􀭵xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u))|2)du.
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首先,对 H1 应用假设(A3)和Young不等式,可得:

H1 ⩽E∫
t∧θΔ,R

0
2q|eΔ(u)|q-2K(|X(u)-xΔ(u)|2+|Y(u)-yΔ(u)|2+|Z(u)-zΔ(u)|2)du⩽

(6q-8)K∫
t

0
E|eΔ(u∧θΔ,R)|qdu+4K∫

t∧θΔ,R

0
E|Y(u)-yΔ(u)|qdu+

4K∫
t∧θΔ,R

0
E|Z(u)-zΔ(u)|qdu.

根据Hölder不等式,假设(A5)和引理1,对任意Δ∈ (0,1]

∫
t∧θΔ,R

0
E|Y(u)-yΔ(u)|qdu⩽3q-1∫

t∧θΔ,R

0
E|∫

u

u
k1(u,s)X(s)ds|qdu+3q-1∫

t∧θΔ,R

0
E|∫

u

0
(k1(u,s)-

k1(u,s))X(s)ds|qdu+3q-1∫
t∧θΔ,R

0
E|∫

u

0
k1(u,s)(X(s)-xΔ(s))ds|qdu⩽

3q-1‖k1‖q
∞CT+3q-1Tq+1KqC+3q-1Tq‖k1‖q

∞∫
t

0
E|eΔ(u∧θΔ,R)|qdu.

同理,也可得到:

∫
t∧θΔ,R

0
E|Z(u)-zΔ(u)|qdu⩽C+C∫

t

0
E|eΔ(u∧θΔ,R)|qdu.

因此,将分析结果代入 H1 并整理得:

H1 ⩽C+C∫
t

0
E|eΔ(u∧θΔ,R)|qdu.

  下面对 H2 应用Young不等式,Hölder不等式和假设(A4)可得:

H2 ⩽ (2q-3)E∫
t

0
|eΔ(u∧θΔ,R)|qdu+E∫

t∧θΔ,R

0
|fΔ(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u))|qdu+(2q-

2)E∫
t∧θΔ,R

0
|gΔ(􀭺xΔ(u),􀭵yΔ(u),􀭵zΔ(u))|qdu⩽ (2q-3)E∫

t

0
|eΔ(u∧θΔ,R)|qdu+

C∫
t∧θΔ,R

0
[E(1+|xΔ(u)|p +|􀭺xΔ(u)|p +|yΔ(u)|p +|􀭵yΔ(u)|p +|zΔ(u)|p +

|􀭵zΔ(u)|p)]
qγ
p ×[(E|xΔ(u)-􀭺xΔ(u)|

pq
p-qγ)

p-qγ
p +(E|yΔ(u)-􀭵yΔ(u)|

pq
p-qγ)

p-qγ
p +

(E|zΔ(u)-􀭵zΔ(u)|
pq

p-qγ)
p-qγ
p ]du⩽CE∫

t

0
|eΔ(u∧θΔ,R)|qdu+

C∫
t∧θΔ,R

0
[(E|xΔ(u)-􀭺xΔ(u)|

pq
p-qγ)

p-qγ
p +(E|yΔ(u)-

􀭵yΔ(u)|
pq

p-qγ)
p-qγ
p +(E|zΔ(u)-􀭵zΔ(u)|

pq
p-qγ)

p-qγ
p ]du.

又由引理2和Hölder不等式得:

∫
t∧θΔ,R

0
(E|yΔ(u)-􀭵yΔ(u)|

pq
p-qγ)

p-qγ
p du⩽CΔ

q
2(ψ(Δ))q,

类似地

∫
t∧θΔ,R

0
(E|zΔ(u)-􀭵zΔ(u)|

pq
p-qγ)

p-qγ
p du⩽CΔ

q
2(ψ(Δ))q.

因此,H2 ⩽CE∫
t

0
|eΔ(u∧θΔ,R)|qdu+CΔ

q
2(ψ(Δ))q.显然,有

E|eΔ(t∧θΔ,R)|q ⩽C∫
t

0
E|(eΔ(u∧θΔ,R))|qdu+CΔ

q
2(ψ(Δ))q.

最后由Gronwall不等式,引理得证.

定理2 假设(A2)~(A5)成立.选取Δ* ∈ (0,1]使得ψ(Δ*)⩾φ(((Δ*)
q
2(ψ(Δ*))q)

-1
p-q),那么对任

意q∈ [2,p),qγ<p 和Δ∈ (0,Δ*)有

E|X(T)-xΔ(T)|q ⩽CΔ
q
2(ψ(Δ))q,E|X(T)-􀭺xΔ(T)|q ⩽CΔ

q
2(ψ(Δ))q.

87 河南师范大学学报(自然科学版)                2022年



  证明 根据文献[14]中定理3.5证明的类似推导过程,可得:

E|eΔ(T)|q ⩽E(|eΔ(T ∧θΔ,R)|q)+
qδC
p +

(p-q)C

pδ
q

p-qRp
,

选取δ=Δ
q
2(ψ(Δ))q 和R=(Δ

q
2(ψ(Δ))q)

-1
p-q,则有

E|eΔ(T)|q ⩽E(|eΔ(T ∧θΔ,R)|q)+CΔ
q
2(ψ(Δ))q. (14)

由ψ(Δ)⩾φ((Δ
q
2(ψ(Δ))q)

-1
p-q),可得φ-1(ψ(Δ))⩾ (Δ

q
2(ψ(Δ))q)

-1
p-q =R.由引理4知

E(|eΔ(T ∧θΔ,R)|q)⩽CΔ
q
2(ψ(Δ))q.

因此,由(14)式可知

E|X(T)-xΔ(T)|q ⩽CΔ
q
2(ψ(Δ))q, (15)

再由引理2和(15)式可得E|X(T)-􀭺xΔ(T)|q ⩽CΔ
q
2(ψ(Δ))q.综上,定理得证.

3 数值算例

在本节,将用如下例子来说明定理2的理论结果.
例1 考虑如下t⩾0的随机Volterra积分微分方程

dX(t)=[-X5(t)+∫
t

0
X(s)ds+∫

t

0
X(s)dw(s)]dt+

[-X2(t)+∫
t

0
X(s)ds+∫

t

0
X(s)dw(s)]dw(t), (16)

其初始值为X0=1.显然f(x,y,z)=-x5+y+z,g(x,y,z)=x2+y+z.下面将验证假设(A2)~(A5).
由方程(16)知,对任意i=1,2,ki(􀭰t,􀭰s)=ki(t,s)=1,显然假设(A5)成立.现在计算

|f(x,y,z)-f(􀭺x,􀭵y,􀭵z)|⩽|x-􀭺x|-(x4+x3􀭺x+x2􀭺x2+x􀭺x3+􀭺x4)|+|y-􀭵y|+|z-􀭵z|⩽
1
2
(1+x4+􀭺x4+y4+􀭵y4+z4+􀭵z4)(|x-􀭺x|+|y-􀭵y|+|z-􀭵z|),

显然有

|f(x,y,z)-f(􀭺x,􀭵y,􀭵z)|∨|g(x,y,z)-g(􀭺x,􀭵y,􀭵z)|⩽
1
2
(1+x4+􀭺x4+y4+

􀭵y4+z4+􀭵z4)(|x-􀭺x|+|y-􀭵y|+|z-􀭵z|),
即假设(A4)成立.又因为

(x-􀭺x)(f(x,y,z)-f(􀭺x,􀭵y,􀭵z))+
q-1
2 |g(x,y,z)-g(􀭺x,􀭵y,􀭵z)|2 ⩽ (x-􀭺x)2[-

1
2
(x4+

􀭺x4)+2(q-1)(x+􀭺x)2]+|x-􀭺x|2+(2q-
3
2
)|y-􀭵y|2+(2q-

3
2
)|z-􀭵z|2 ⩽

(12q-10)(|x-􀭺x|2+|y-􀭵y|2+|z-􀭵z|2),
所以假设(A3)是成立的.此外,对p⩾2,有

xf(x,y,z)+
p-1
2 |g(x,y,z)|2 ⩽-x6+x2+

1
2y

2+
1
2z

2+2(p-

1)x4+2(p-1)y2+2(p-1)z2 ⩽p(p+2)(x2+y2+z2).
因此,假设(A2)成立.注意到对所有的r⩾1,有

sup
|x|∨|y|∨|z|⩽r

(|f(x,y,z)|∨|g(x,y,z)|)=sup
|x|⩽r

(|x|5 ∨|x|2)⩽r5,

有φ(r)=r5,它的反函数为φ-1(r)=r
1
5,其中r⩾0.对ε∈(0,

1
4
]和Δ∈(0,Δ*],定义ψ(Δ)=Δ-ε,又由

ψ(Δ)⩾φ(((Δ)
q
2(ψ(Δ))q)

-1
p-q)可知
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Δ-ε ⩾Δ
-5q(12-ε)

p-q ,即1⩾Δε-
-5q(12-ε)

p-q . (17)

固定q,则对任意ε∈(0,
1
4
],可以选取足够大的p 使得ε>

-5q(
1
2-ε)

p-q
成立,因此(17)式对所有足够小

的Δ都成立.因此由定理2,可以计算方程(16)的截断EM解满足

E|X(T)-xΔ(T)|q =O(Δ
1
2-ε),E|X(T)-􀭺xΔ(T)|q =O(Δ

1
2-ε).

换句话说,应用于方程(16)的截断EM 方法强收敛阶接近于1/2.为了验证上述理论结果,对随机Volterra
积分微分方程(16)做数值模拟.在这里,选取ε=0.2,T =1,把步长Δ=2-15 看作最佳逼近并作为精确解

X(t),然后与它在不同步长Δ=2-9,2-10,…,2-15 情况下的数值解Y(t)进行比较.为了计算逼近误差,运行

M =1000条相互独立的轨迹,其中Xj(t)和Yj(t)分别表示精确解和数值解的第j条轨迹,因此其误差表达

式为:E|X(T)-Y(T)|q=
1
M∑

M

j=1
|Xj(T)-Yj(T)|q.在图1中,带空心圆的实线表示截断EM解逼近

精确解的误差,虚线表示斜率为1/2的参考线.因此,从图1可以看出随机Volterra积分微分方程(16)截断

EM方法的强收敛率接近于1/2.
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StrongconvergenceofthetruncatedEuler-Maruyamamethodfor
generalizedstochasticVolterraintegro-differentialequations

WeiYuming,WangYanxia,ShenFangfang

(SchoolofMathematicsandStatistics,GuangxiNormalUniversity,Guilin541004,China)

Abstract:Inthispaper,thestrongconvergenceofthenumericalsolutionsforgeneralizedstochasticVolterraintegro-dif-
ferentialequationsisstudiedbythetruncatedEuler-Maruyama(EM)method.Firstly,underlocalLipschitzconditionandthe
Khasminskii-typecondition,weprovethepthmomentboundednessandstrongconvergenceofthetruncatedEMmethodofthe
numericalsolutions.Furthermore,undersomestrongerassumptions,theconvergencerateofthetruncatedEMmethodofthe
numericalsolutionsisdiscussed.Finally,anumericalexampleisgiventoillustratethefeasibilityandvalidityofourtheoretical
results.

Keywords:stochasticintegro-differentialequations;LocallyLipschitzcondition;Khasminskii-typecondition;truncated
EM method;strongconvergence
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