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含一般非线性项Kirchhoff型约束变分问题
Schwarz对称极小解的存在性

张贻民,杨华华

(武汉理工大学 数学科学研究中心,武汉430070)

摘 要:利用约束变分理论和对称递减重排技巧考虑一般非线性项情形下一类 Kirchhoff型约束变分问题

Schwarz对称极小解的存在性和不存在性.针对非线性项的指数和约束∫RN
|u|2dx =c2 中的c 与极小化问题

Schwarz对称极小解存在与否的关系,得到了一个细致明确的划分.
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本文考虑如下约束极小化问题:

e(c)=inf
u∈Sc

E(u), (1)

其中a,b>0,c>0,1⩽N ⩽3,Sc∶={u ∈ H1(RN):∫RN
u(x)2dx =c2},E(u)=

a
2∫RN

|∇u|2dx +

b
4∫RN

|∇u|2dx( )
2

-∫RN
F(|x|,u(x))dx.

  由约束变分理论知,若F(|x|,u(x))=∫
u

0
f(|x|,s)dx,则存在一个拉格朗日常数μ,使得约束极小

化问题(1)的极小解满足如下欧拉-拉格朗日方程

-(a+b∫RN
|∇u|2)Δu=f(|x|,u)+μu,x∈RN . (2)

方程(2)表示基尔霍夫方程

utt-(a+b∫RN
|∇u|2)Δu=f(x,u) (3)

的稳态解.在考虑绳的横向振动产生的绳长度变化的情形下,方程(3)表示弹力绳的自由振动[1].自从文献

[2]利用泛函分析的技巧将弹力绳的自由振动描述成上述方程(3)的形式后,方程(2)和(3)受到数学研究者

的广泛关注.特别是非局部项 (∫RN
|∇u|2dx)Δu 的存在,使得方程(2)和(3)的研究更具有挑战性,近年涌

现了非常多的结果,如关于方程(2)非平凡解的存在性可见文献[3-4];方程(2)多解的存在性可见文献[5-
6];方程(2)解的存在和集中性质可见文献[7-8].

本文希望利用约束变分理论来研究问题(2)基态解的存在性,即探讨极小化问题(1)极小解的存在性.当

f(|x|,u)=|u|pu 时,利用约束变分理论和集中紧原理,文献[9]证明当p∈ (0,
8
N
)时,存在
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N
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其中Q(|x|)是半线性椭圆型方程

-Δu+
4+2p-Np

Np
u=

4
Np|u|pu,x∈RN,0<p<2* -2 (4)

在平移意义下唯一的径向正解,当c>c* 时,问题(1)存在极小元.而当p∈ [
8
N
,2* -2)时,问题(1)不存

在极小元.由于文献[9]是利用集中紧原理去得到极小元,因此无法得到p∈ (
4
N
,8
N
)时c* 的具体值,文献

[10]改进了文献[9]的方法,给出了具体的c* 值.文献[11]利用细致的能量估计,避开了集中紧引理,得到

了问题(1)极小元的存在性和唯一性,并进一步得到p∈[
8
N
,2*-2)时限制在Sc 上的山路解的存在性和唯

一性.文献[12]考虑了问题(1)当c=1时极小解的存在性,并研究了含阱位势情形极小解的存在性和集中行

为.文献[13]研究了f(x,s)是Hartree项情形时问题(1)极小解的存在性,并讨论相应解的集中行为.更多

其他情形关于极小化问题(1)极小元存在性和唯一性的结果可参考文献[14-16].
本文的目的是探讨问题(1)在一般非线性情形下极小解的存在性.由于非线性项是一般的f(x,u),集中

紧原理很难直接应用.如果不做特殊的假设条件,能量估计方法也失效.因此本文希望探讨问题(1)Schwarz
对称极小解的存在性.

假设函数F(|x|,u)满足:
(F1)F(·,s):(0,∞)→R对所有s∈R在(0,∞)上可测,F(r,·):R→R对所有r∈ (0,∞)\A 在R

上连续,其中A 是一维零测集;
(F2)F(r,0)=0且对所有r∈ (0,∞),s∈R有F(r,s)⩽F(r,|s|);

(F3)对所有r>0,
F(r,s)

s2
关于s在(0,∞)上是单调非递减的;

(F4)对0<r⩽R,0⩽t⩽s有F(R,s)-F(R,t)⩽F(r,s)-F(r,t);

(F5)存在M >0,q∈ (0,
8
N
),使得对所有r,s>0,0⩽F(r,s)⩽M(s2+sq+2).

对所有的u∈H1(RN),可知|u|∈H1(RN)且∫RN
|∇u|2dx=∫RN

|∇|u||2dx.结合条件(F2),

有E(u)⩾E(|u|).因此,不妨将Sc 改写成Sc ={u∈H1(RN)∶u⩾0,∫RN
u2dx=c2}.

  在叙述本文定理之前,先介绍如下Gagliardo-Nirenberg不等式

∫RN
|u|p+2dx⩽

p+2
2|Q|p

2

(∫RN
|∇u|2dx)

Np
4 (∫RN

|u|2dx)
2(p+2)-Np

4 , (5)

其中Q 是方程(4)的径向正解,且满足

∫RN
|∇Q|2dx=∫RN

Q2dx,∫RN
Q2dx=

2
p+2∫RN

|Q|
p+2dx. (6)

设k(r)=lims→0+
F(r,s)

r2
,k(∞)=limr→∞k(r),本文的主要结果见定理1.

定理1 假设函数F(|x|,u)满足条件(F1)~(F5)且e(c)≠-k(∞)c2.

(1)若0<q<
4
N
,对 ∀c>0,极小化问题(1)在空间 H1(RN)存在Schwarz对称极小解.
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(2)若q=
4
N
,当c>c1=

a|Q|
4
N
2

M(2+
4
N
)
时,极小化问题(1)在空间H1(RN)存在Schwarz对称极小解,且

此时e(c)⩾
a
2b

M(2+
4
N
)

|Q|
q
2

c
4
N -

1
4b
(
M(2+

4
N
)

|Q|
q
2

c
4
N)2-

a2

4b-Mc2.

当c⩽c1 时,若liminft→0+
F(r,t)

t2
=M,则极小化问题(1)在空间 H1(RN)上不存在非零极小解.

(3)当 4N <q<
8
N

时,对c⩾c2=[(
2a

8-Nq
)
8-Nq
4 ( b

Nq-4
)

Nq-4
4
2|Q|

q

2

M(q+2)
]

2
2(q+2)-Nq,极小化问题(1)在空

间 H1(RN)上存在Schwarz对称极小解,且此时

e(c)⩾ ( 2a
8-Nq

)
8-Nq
4 ( b

Nq-4
)

Nq-4
4 -

M(q+2)c
2(q+2)-Nq

2

2|Q|
q
2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
2a(Nq-4)
(8-Nq)b

æ

è
ç

ö

ø
÷

Nq
4

-Mc2.

  当c<c2 时,若liminft→0+
F(r,t)

t2
=M,则极小化问题(1)在空间 H1(RN)上不存在非零极小解.

(4)当q=
8
N

时,若c>c3= (
Nb|Q|

8
N
2

4M(N+4)
)

N
8-2N 且lim

t→∞
infF

(r,t)

t
8
N+2

= M >0或c⩽c3且liminft→0+
F(r,t)
t2

=

M,极小化问题(1)在空间 H1(RN)上不存在Schwarz对称极小解.

注1 当q>
8
N

时,令uλ(x)=λ
N
2u(λx),其中λ>0且u∈Sc.若假设对任意的B>0,成立liminft→∞

F(r,t)
tq+2 =B,则 ∀ε1 >0,∃t0>0,当|t|>t0 时,F(r,t)>(B-ε1)|t|q+2,故当q>

8
N
,即Nq
2 >4时

可得当λ→+∞时有E(uλ)<
aλ2

2∫RN
|∇u|2dx+

bλ4

4
(∫RN

|∇u|2dx)2-(B-ε1)λ
Nq
2∫RN

|u|q+2dx→

-∞.这意味着对所有的c,e(c)=-∞,因此当q>
8
N

时极小化问题(1)在空间H1(RN)上不存在Schwarz

对称极小解.
注2 对于定理1中非线性项的条件(F1)~(F5),如果b=0,即问题(1)不含非局部项,是半线性椭圆型

极小化问题时,相似的问题由文献[17]讨论过,但是由于问题(1)含非局部项,相应的情况变得更复杂,因此

定理1的结论也更丰富.同时,本文进一步讨论了一些非存在性的结果,这是与文献[17]完全不同的.

本文中,若不加说明,C,C1,C2,… 表示常数,空间 H1(RN)中的范数为 ‖u‖ =∫RN
|∇u|2dx +

∫RN
u2dx,|u|p 表示函数u 在空间Lp(RN)中的范数.

1 预备引理

对任意的u∈S(c),由(F5)及Gagliardo-Nirenberg不等式(5)有

E(u)⩾
a
2∫RN

|∇u|2dx+
b
4
(∫RN

|∇u|2dx)2-M∫RN
|u|2dx-M∫RN

|u|q+2dx⩾

a
2∫RN

|∇u|2dx+
b
4
(∫RN

|∇u|2dx)2-Mc2-
M(q+2)c

2(q+2)-Nq
2

2|Q|
q
2

(∫RN
|∇u|2dx)

Nq
4 ≜

gq(t),其中t=∫RN
|∇u|2dx. (7)
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  引理1 假设函数F 满足条件(F1)~(F5),函数gq(t)=
a
2t+

b
4t

2-Mc2-
M(q+2)c

2(q+2)-Nq
2

2|Q|
q
2

t
Nq
4(t>

0),则

(i)若0<q<
4
N
,∃t1>0,使得e(c)⩾gq(t1)或e(c)⩾(

a
2-ε)∫RN

|∇u|2dx+
b
4
(∫RN

|∇u|2dx)2-

Mc2-
4-Nq
4

(4ε
Nq
)-

Nq
4-Nq(M(q+2)c

2(q+2)-Nq
2

2|Q|
q
2

)
4

4-Nq.

(ii)若q=
4
N
,存在c1≜ (

a|Q|
4
N
2

M(2+
4
N
)
)

N
4.当c>c1 时,∃t2=

M(2+
4
N
)

b|Q|
4
N
2

c
4
N -

a
b
,使得e(c)⩾

a
2b

M(2+
4
N
)

|Q|
4
N
2

c
4
N -

1
4b
(
M(2+

4
N
)

|Q|
4
N
2

c
4
N)2-

a2

4b-Mc2.当c⩽c1 时,则e(c)⩾-Mc2.

(iii)若 4N <q<
8
N
,存在c2 ≜ [(

2a
8-Nq

)
8-Nq
4 ( b

Nq-4
)

Nq-4
4
2|Q|

q

2

M(q+2)
]

2
2(q+2)-Nq.当c<c2 时,e(c)⩾

-Mc2.当c⩾c2 时,存在t3=
2(Nq-4)a
(8-Nq)b

,使得e(c)⩾ [(
2a

8-Nq
)
8-Nq
4 ( b

Nq-4
)
Nq-4
4 -

M(q+2)c
2(q+2)-Nq

2

2|Q|
q
2

]·

2a(Nq-4)
(8-Nq)b

æ

è
ç

ö

ø
÷

Nq
4

-Mc2.

(iv)若q=
8
N
,存在c3 ≜ (

Nb|Q|2
8
N

4M(N +4)
)

N
8-2N .当c⩽c3 时,e(c)⩾-Mc2.当c>c3 时,e(c)⩾-∞.

证明 (i)若0<
Nq
4 <1,即0<q<

4
N
,可知函数gq(t)=

a
2t+

b
4t

2-Mc2-
M(q+2)c

2(q+2)-Nq
2

2|Q|
q
2

t
Nq
4 存

在一个极小值点,设为t1,则e(c)⩾gq(t1).特别的,利用Young不等式,有gq(t)⩾ (
a
2-ε)t+

b
4t

2-

Mc2-(
4ε
Nq
)-

Nq
4-Nq(4-Nq

4
)(M(q+2)c

2(q+2)-Nq
2

2|Q|
q
2

)
4

4-Nq,即e(c)⩾(
a
2-ε)∫RN

|∇u|2dx+
b
4
(∫RN

|∇u|2dx)2-

Mc2-
4-Nq
4

(4ε
Nq
)-

Nq
4-Nq(M(q+2)c

2(q+2)-Nq
2

2|Q|
q
2

)
4

4-Nq.

(ii)若 Nq
4 =1,即q=

4
N
,由(7)式有gq(t)= (

a
2-

M(2+
4
N
)

2|Q|
4
N
2

c
4
N)t+

b
4t

2-Mc2.若a
2-

M(2+
4
N
)

2|Q|
4
N
2

c
4
N ⩾

0,即c⩽c1≜
a|Q|

4
N
2

M(2+
4
N
)

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

N
4

时,可知函数gq(t)⩾-Mc2 显然成立,且gq(t)无极小值点.若c>c1,存在

t2=
M(2+

4
N
)

b|Q|
4
N
2

c
4
N -

a
b
,使得gq(t)⩾gq(t2)=

a
2b

M(2+
4
N
)

|Q|
4
N
2

c
4
N -

1
4b
(
M(2+

4
N
)

|Q|
4
N
2

c
4
N)2-

a2

4b-Mc2,即

e(c)⩾gq(t2).

(iii)若1<
Nq
4 <2,即

4
N <q<

8
N
,取α=

8-Nq
4

,β=1-α=
Nq-4
4

,由Young不等式,对任意的t>
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0,有 a
2t+

b
4t

2 ⩾
a
2α
æ

è
ç

ö

ø
÷

α b
4β
æ

è
ç

ö

ø
÷

β

tα+2β =
2a

8-Nq
æ

è
ç

ö

ø
÷

8-Nq
4 b

Nq-4
æ

è
ç

ö

ø
÷

Nq-4
4

t
Nq
4 ,上式等号成立的条件是at

2α=
bt2

4β
,即

t3=
2(Nq-4)a
(8-Nq)b

.代入(7)式有

E(u)⩾ ( 2a
8-Nq

)
8-Nq
4 ( b

Nq-4
)

Nq-4
4 -

M(q+2)c
2(q+2)-Nq

2

2|Q|
q
2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
2a(Nq-4)
(8-Nq)b

æ

è
ç

ö

ø
÷

Nq
4

-Mc2.

若c<c2≜[(
2a

8-Nq
)
8-Nq
4 ( b

Nq-4
)

Nq-4
4
2|Q|

q

2

M(q+2)
]

2
2(q+2)-Nq,此时函数gq(t)⩾-Mc2,且gq(t)无极小值.若

c⩾c2,此时函数gq(t)在点t=t3 取到极小值,即

e(c)⩾ ( 2a
8-Nq

)
8-Nq
4 ( b

Nq-4
)

Nq-4
4 -

M(q+2)c
2(q+2)-Nq

2

2|Q|
q
2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
2a(Nq-4)
(8-Nq)b

æ

è
ç

ö

ø
÷

Nq
4

-Mc2.

  (iv)若 Nq
4 =2,即q=

8
N
,此时(7)式为E(u)⩾

a
2∫RN

|∇u|2dx+(
b
4-

M(2+
8
N
)

2|Q|
8
N
2

c
8
N-2)(∫RN

|∇u|2

dx)2-Mc2.如果c⩽c3 ≜(
Nb|Q|

8
N
2

4M(N +4)
)

N
8-2N,可知gq(t)关于t单调递增,且gq(t)⩾-Mc2.如果c>c3,

可知gq(t)在t=t4=
a|Q|

8
N
2

2M(2+
8
N
)c

8
N-2

-b|Q|
8
N
2

取得极大值.进一步可知当t→ ∞ 时有gq(t)→-∞.因

此e(c)⩾-∞.
引理2 假设函数F 满足条件(F3)~(F5),则对任意的c>0有e(c)⩽-k(∞)c2 成立.
证明 在(F4)中令t=0,结合(F2),对任意的s⩾0,0<r<R,有

F(R,s)⩽F(r,s). (8)
即F(r,s)关于r是单调非增的.同样F(r,s)/s2 关于r也是单调非增的.

由(F5),设k(r)=lims→0+F(r,s)/s2,可知k(r)⩾0.结合(8)可得,对 ∀0⩽r⩽R,有0⩽k(R)⩽
k(r)⩽M.不妨设limr→∞k(r)=k(∞).由(F3)可知,对任意的s⩽t,有F(r,s)/s2⩽F(r,t)/t2.由k(r)的
定义可知,对任意的r,s有

F(r,s)/s2 ⩾k(r)⩾k(∞)⩾0. (9)
从k(∞)的定义可知,存在r0 >0,使得

k(r0)⩽k(∞)+ε, (10)
从k(r)的定义知,对任意r>0,存在s0 >0足够小,使得

F(r,s0)/s20 ⩽k(r)+ε, (11)
结合(10)和(11)式有

F(r0,s0)/s20 ⩽k(∞)+2ε. (12)
这意味着inf{F(r,s)/s2∶r>0,s>0}⩽k(∞).结合(9)式可得

k(∞)=inf{F(r,s)/s2∶r>0,s>0}. (13)
另一方面,对任意r⩾r0 和0<s⩽s0.有

0⩽F(r,s)/s2-k(r)⩽F(r0,s0)/s20-k(r)⩽F(r0,s0)/s20-k(∞)⩽ε. (14)

  对任意u∈H1(RN)且u⩾0,由(13)式,有

∫RN
F(|x|,u(x))dx=∫{x:u(x)>0}

F(x,u(x))
u2(x)

u2(x)dx⩾k(∞)∫RN
u2(x)dx.

因此对任意的u∈Sc 可得
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E(u)⩽
a
2∫RN

|∇u|2dx+
b
4
(∫RN

|∇u|2dx)2-k(∞)c2. (15)

假设μ=infu∈Sc
{a
2∫RN

|∇u|2dx+
b
4
(∫RN

|∇u|2dx)2},则μ=0.

实际上,对任意0<λ<1,u∈Sc,设uλ(x)=λ
N
2u(λx),则uλ ∈Sc 且

∫RN
|∇uλ|2dx=λ2∫RN

|∇u|2dx,(∫RN
|∇uλ|2dx)2=λ4(∫RN

|∇u|2dx)2.

因 此,当λ→0时,0⩽μ ⩽
a
2∫RN

|∇uλ|2dx +
b
4
(∫RN

|∇uλ|2dx)2=
aλ2

2∫RN
|∇u|2dx +

bλ4

4
(∫RN

|∇u|2dx)2 →0.这意味着μ=0.

对(15)式两边关于u∈Sc 取极小,可得e(c)⩽-k(∞)c2.

2 定理的证明

由引理(1)可知问题(1)存在一个极小化序列,设为 {un},满足∫RN
u2

ndx=c2.可知|un|∈H1(RN)且

∫RN
|∇un|2dx=∫RN

|∇|un‖2dx.设u*
n 表示|un|的Schwarz对称递减重排,则u*

n ∈H1(RN)且

‖u*
n ‖22=‖un‖22=c2.另一方面,由文献[18]知对所有un ∈H1(RN)

∫RN
|∇u*

n (x)|2dx⩽∫RN
|∇un(x)|2dx. (16)

由文献[19-20]知若Carathéodory函数F(|x|,u)满足(F2)~(F4),则对所有u∈H1(RN)有如下不等式:

∫RN
F(|x|,u)dx⩽∫RN

F(|x|,u*(x))dx. (17)

  结合(16)和(17)式,可知对所有u∈H1(RN)有

e(c)⩽E(u*
n )⩽E(un)=e(c). (18)

即序列 {u*
n }也是问题(1)的极小化序列.

当0<q<
4
N

时:相似(7)式,由(F5)及Gagliardo-Nirenberg不等式(5)有

E(u*
n )⩾

a
2∫RN

|∇u*
n |2dx-Mc2-

M(q+2)c
2(q+2)-Nq

2

2|Q|
q
2

(∫RN
|∇u*

n |2dx)
Nq
4 . (19)

由于e(c)=limn→∞E(u*
n )且Nq

4 <1,(19)式显示序列{u*
n }在空间H1(RN)中有界.存在{u*

n }的子序列,

仍记作{u*
n },存在ω∈H1(RN),使得在空间H1(RN)中u*

n ⇀ω,∫RN
ω2dx⩽liminfn→∞∫RN

|u*
n |2dx=c2.

定义E(u)=E(u)+k(∞)∫RN
u2dx.由 H1(RN)中范数的弱下半连续性,有

∫RN
|∇ω|2dx⩽liminfn→∞∫RN

|∇u*
n |2dx,∫RN

|∇ω|2dx( )
2

⩽liminfn→∞∫RN
|∇u*

n |2( )
2

.(20)

对任意的常数R >0,记BR(0)={x ∈RN:|x|⩽R}.因此,在空间Lp+2(RN),p ∈ [0,2* -2)中有

u*
n →ω.因此

|∫RN
(k(r)-k(∞))|u*

n |2dx-∫RN
(k(r)-k(∞))ω2dx|⩽∫BR(0)

(k(r)-k(∞))|(u*
n )2-

ω2|dx+∫|x|⩾R
(k(r)-k(∞))((u*

n )2+ω2)dx⩽M∫BR(0)
|(u*

n )2-

ω2|dx+sup
r⩾R
(k(r)-k(∞))∫|x|⩾R

((u*
n )2+ω2)dx.
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两边关于n 取极限,对所有R>0,有

limsup
n→∞

|∫RN
(k(r)-k(∞))(u*

n )2dx-∫RN
(k(r)-k(∞))ω2dx|⩽2c2sup

r⩾R
(k(r)-k(∞)).

由k(∞)的定义知,当R 足够大时,有

limsup
n→∞

|∫RN
(k(r)-k(∞))(u*

n )2dx-∫RN
(k(r)-k(∞))ω2dx|=0. (21)

由(F5),Lp 空间的完备性和Lebesgue控制收敛定理,有lim
n→∞∫BR(0)

F(|x|,u*
n )dx=∫BR(0)

F(|x|,ω)dx.相

似的有

lim
n→∞∫BR(0)

F(|x|,u*
n )-k(r)(u*

n )2dx=lim
n→∞∫BR(0)

[F(|x|,u*
n )-k(∞)(u*

n )2-

(k(r)-k(∞))(u*
n )2]dx=∫BR(0)

[F(|x|,ω)-k(r)ω2]dx. (22)

  另一方面,

∫|x|⩾R
F(|x|,u*

n )-k(r)(u*
n )2dx=∫|x|⩾R

F(|x|,u*
n )

(u*
n )

2 -k(r)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
(u*

n )2dx⩽

c2sup
|x|⩾R

F(|x|,u*
n )

(u*
n )

2 -k(r){ } .

由于u*
n 是Schwarz对称的,因此对任意的R >0和任意的n∈N,存在|ξ|=1,使得

c2 ⩾∫BR(0)
(u*

n )2dx⩾ (u*
n )2(Rξ)|BR(0)|.

其中,|BR(0)|表示BR(0)的测度.因此,利用un 是单调递减的,存在R0,当|x|>R0 时

0⩽ (u*
n )2(x)⩽ (u*

n )2(R0ξ)⩽
c2

|BR(0)|
.

因此可知,当|x|>R0时,有un(x)* ⩽s0,结合(14)式可得∫|x|⩾R
F(|x|,u*

n )-k(r)(u*
n )2dx⩽Cε.即

lim
R→∞
lim
n→∞∫|x|⩾R

[F(|x|,u*
n )-k(r)(u*

n )2]dx=0,相似可得lim
R→∞∫|x|⩾R

[F(|x|,ω)-k(r)ω2]dx=0.

结合(22)式有

lim
n→∞∫RN

F(|x|,u*
n )-k(r)(u*

n )2dx=∫RN
F(x,ω)-k(r)ω2dx. (23)

结合(20)、(21)和(23)式可得

E(ω)⩽liminf
n→∞

a
2∫RN

|∇u*
n |2dx+

b
4
(∫RN

|∇u*
n |2dx)2

é

ë
êê

ù

û
úú-∫RN

F(|x|,ω)-k(r)ω2dx-

∫RN
(k(r)-k(∞))ω2dx=liminf

n→∞
[a
2∫RN

|∇u*
n |2dx+

b
4
(∫RN

|∇u*
n |2dx)2-

∫RN
F(|x|,u*

n )dx+k(∞)∫RN
(u*

n )2dx]=liminf
n→∞

E(u*
n ).

结合引理2可得
E(ω)⩽liminf

n→∞
E(u*

n )=liminf
n→∞

E(u*
n )+k(∞)c2=e(c)+k(∞)c2 <0. (24)

设d>0且d2=∫RN
ω2dx,则v=

cω
d

满足∫RN
v2dx=c2 且

e(c)+k(∞)c2 ⩽E(v)+k(∞)c2=E(v)=
ac2

2d2∫RN
|∇ω|2dx+

bc4

4d4∫RN
|∇ω|2dx( )

2

-

∫RN
F |x|,

cω
d

æ

è
ç

ö

ø
÷dx+

c2

d2k(∞)∫RN
ω2dx⩽

c4

d4
a
2∫RN

|∇ω|2dx+
b
4∫RN

|∇ω|2dx( )
2

-
é

ë
êê

∫RN

F(|x|,ω)
ω4 ω4dx+k(∞)∫RN

ω2dxù

û
ú
ú=

c4

d4
E(ω)⩽

c4

d4
{e(c)+k(∞)c2},
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上述倒数第二个不等式用到 c
d >1和条件(F3).由此可得

c4

d4-1
æ

è
ç

ö

ø
÷{e(c)+k(∞)c2}⩾0.结合(24)式可得

c4

d4-1⩽0,由此可得c4

d4=1,即d2=c2,∫RN
ω2dx=c2.进一步由此可知e(c)+k(∞)c2⩽E(ω)+k(∞)c2

⩽r(c)+k(∞)c2.这意味着E(ω)=e(c)成立.另一方面,令ω* 表示ω 的对称递减重排,则ω* ∈Sc 且

e(c)⩽E(ω*).相似可得E(ω*)⩽E(ω)=e(c).因此有E(ω*)=e(c).即问题(1)存在一个Schwarz对称

极小解.

当q=
4
N

时:由引理1中(ii)知,若c>c1,相似q<
4
N

的证明,可得问题(1)存在一个Schwarz对称极小

解,进一步由引理1中(ii)可得e(c)⩾gq(t2).

若c⩽c1,由引理1中(ii)知e(c)⩾-Mc2.设uλ(x)=
cλ

N
2

|Q|2
Q(λx),其中λ是常数,Q(x)是(4)式的非

负径向解,因此uλ(x)∈Sc.利用(6)式,通过计算可得

∫RN
|∇uλ|2dx=c2λ2,∫RN

|uλ|q+2dx=
(q+2)cq+2λ

Nq
2

2|Q|q
2

.

由liminft→0+
F(r,t)

t2
=M 知,对 ∀ε>0,∃δ>0,当|t|⩽δ 时,F(r,t)> (M -ε)|t|2,故当λ→0+

时,E(uλ)<
a
2∫RN

|∇uλ|2dx+
b
4
(∫RN

|∇uλ|2dx)2-(M-ε)∫RN
|uλ|2dx=

ac2λ2

2 +
bc4λ4

4 -(M-ε)c2→

-(M -ε)c2.
令ε→0可得e(c)<-Mc2 矛盾,因此当c⩽c1 时极小化问题(1)不存在非零Schwarz对称极小解.

当4
N<q<

8
N

时:由引理1中(iii)知,若c⩾c2,相似q<
4
N

的证明,可得问题(1)存在一个Schwarz对称

极小解,进一步由引理1中(iii)可得e(c)⩾gq(t3).

若c<c2,结合引理1(iii),相似情形q=
4
N

且c⩽c1 时的证明可得此时极小化问题(1)不存在非零

Schwarz对称极小解.

当q=
8
N

时:若c⩽c3,由引理1中(iv)知,e(c)⩾-Mc2,相似情形q=
4
N

中c⩽c1 的证明可得当λ→

0+ 时E(uλ)<-Mc2.因此当q=8/N 且c⩽c3 时极小化问题(1)不存在非零Schwarz对称极小解.

当c>c3 时,由引理1中(iv)知E(u)⩾-∞.同上设uλ(x)=
cλ

N
2

|Q|2
Q(λx).由liminft→∞

F(r,t)

t
8
N+2

=

M >0,对 ∀ε>0,∃δ>0,当|t|>δ 时,F(r,t)> (M -ε)|t|p+2,因此当λ→+∞ 时有

E(uλ)<
a
2∫RN

|∇uλ|2dx+
b
4
(∫RN

|∇uλ|2dx)2-(M -ε)∫RN
|uλ|p+2dx=

ac2λ2

2 +
bc4λ4

4 1-
M -ε
M

c
c3
æ

è
ç

ö

ø
÷

8-2N
N

é

ë
êê

ù

û
úú →-∞.

因此对所有的c>c3,极小化问题(1)不存在极小解.
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ExistenceofSchwarzsymmetricminimizersforaKirchhoffconstrained
variationalproblemwithgeneralnonlinearterm

ZhangYimin,YangHuahua

(CenterforMathematicalSciences,WuhanUniversityofTechnology,Wuhan430070,China)

Abstract:Inthispaper,byusingthetheoryofconstrainedvariationalandsymmetricdecreasingrearrangementtech-
nique,theexistenceandnonexistenceofSchwarzsymmetricminimizersofaclassofKirchhoffconstrainedvariationalproblem
withageneralnonlinearterm wereconsidered.Especially,acompleteclassificationoftheexistenceandnonexistencefor

Schwarzsymmetricminimizerswithrespecttotheexponentinnonlineartermandcinmanifold∫RN
|u|2dx=c2wasobtained.

Keywords:Schwarzsymmetricminimizers;decreasingrearrangement;Kirchhoffconstrainedvariational
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