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具有信息干预的随机SIRS传染病模型正解的存在性与灭绝性
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摘 要:把白噪声和信息干预同时考虑到SIRS传染病模型中,从而得到了一个新的随机SIRS模型.通过构造

适当的C2 函数,得到模型正解存在性和唯一性的充分条件,并对该系统模型的灭绝性进行了分析.研究结果表明,信
息干预和随机噪声可以降低人群感染的峰值.最后通过数值模拟验证了分析结果.
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近年来,数学模型在控制和预防疾病传播方面发挥了重要的作用.众所周知,当一种疾病暴发的时候,媒
体报道和宣传活动能够有效地减少人们的出行活动,同时采取一些措施预防疾病的传播,例如戴口罩、及时

消毒和减少社会活动等,这些都是信息干预的作用.目前关于信息干预对疾病影响也存在许多研究成

果[1-7],例如,文献[2]讨论了具有媒介影响的埃博拉病毒模型地方病平衡点的局部稳定性和无病平衡点的

全局稳定性,文献[3]研究了媒介对SEI模型基本再生数的影响,文献[4-5]分别给出了具有媒介传播的社

会流行病模型和SIR模型稳定性的充分条件.除了信息媒介对疾病的控制有影响以外,外界环境噪声的波动

也会对疾病的控制产生影响,例如温度的突然变化,降雨和干燥也会影响疾病的传播.为了较好地刻画外界

噪声对流行病动力系统产生的影响,很多学者建立了随机流行病模型[8-9].例如文献[8]研究了随机噪声和媒

介对SIS模型动力学行为的影响,文献[8]把随机噪声考虑到寄生和寄生物流行病模型中,并研究了其持久性和

灭绝性.而现有的随机模型中信息干预或者媒介传播对系统的影响都是反映在易感者或者感染者等因素的动力

系统中,并未给出信息变化的动力学方程.本文在文献[10]给出的信息干预作为一个独立方程的基础上,把随机

噪声的影响考虑到模型中,建立了一个新的SIRS模型,并给出该模型的基本再生数和无病平衡点.利用随机分

析的基本理论讨论随机SIRS模型正解的存在性和灭绝性.得到的基本再生数能够显示疾病灭绝的充分条件.通
过数值算例对结论的有效性进行了验证,所得到的结果是文献[1-8]的扩展.

1 随机模型的建立与平衡点

在分析系统动力学行为之前,首先给出具有信息干预的随机SIRS模型.在文献[10]给出如下形式的

SIRS模型的基础上加以讨论本文的问题
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假设信息传播系数β受随机噪声的影响,即β→β+σ̇B(t),则模型(1)式可表示为下列随机的具有信息干预

的SIRS模型
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其中S,I和R,Z 分别表示为易感者,传播者和恢复者,信息密度,并且N 表示人口总数,故N =S+I+R.
在SIRS流行病模型中,假定恢复后的个体可能会失去免疫力,会再次进入易感者中,所有参数是正的常数,

它们的生物意义在表1中给出.注意到0⩽p ⩽1和βSI
φ(I)

是发生率,其中φ 是一个正函数且φ(0)=1和

φ'(I)⩾0.许多研究人员提出了满足这样条件下的几个不同的非线性传输函数,且0⩽μ1⩽1,模型(2)的状

态空间是X ≡R4+={(S,I,R,Z):S⩾0,I⩾0,R ⩾0,Z ⩾0},σ 表示噪声强度.
表1 模型(2)中参数的生物意义

参数 生物意义 参数 生物意义

p 接种比例系数 α 恢复率

b 参加研究的人数招募率 m 信息干预率

β 传输系数 μ1 改变其行为和反应强度

μ 自然死亡率 a 信息的增长率

γ 丧失免疫率 d 饱和度常数

c 由于疾病死亡的死亡率 a0 信息的自然降解率

  对模型(1)的平衡点进行计算.应用文献[11]中提供的方法可以得到基本再生数为

R0= βb((1-p)μ+γ)
μ(μ+γ)(μ+c+α).

(3)

容易证明得到当基本再生数R0 ⩽1时,有唯一的无病平衡点
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另一方面,通过计算也能够得到随机SIRS模型(2)式的基本再生数

R0s =R0-
σ2b2((1-p)μ+γ)2

2μ2(μ+γ)2(μ+c+α)
. (6)

从随机基本再生数可以看出随机噪声强度σ对它的影响,当没有噪声影响的时候Rs
0=R0.显然,当Rs

0⩽1时,
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表示一个病人在平均患病期能传染的最大人数比例小于1,疾病自然逐渐消失;当Rs
0 >1时,表示疾病将始

终存在而形成地方病.

2 正解的存在唯一性

下面将研究正解的存在唯一性.对方程(2)计算,能够得到下列有界集合Γ

Γ= (S,I,R,Z)∈R4+:
b

μ+c⩽S+I+R ⩽
b
μ
,0⩽Z ⩽

ab
a0(μ+bd){ }⊂R4+. (7)

  定理1 对于任意初值(S(0),I(0),R(0),Z(0)),当t⩾0时,随机SIRS模型(2)存在唯一的解并且其

解依概率1落在R4+ 中.
证明 因为模型(2)的系数满足局部的Lipschitz条件,对于任意的初值 (S(0),I(0),R(0),Z(0))∈

R4+,在[0,τe)上有唯一的局部解,其中τe 是爆炸时间.为了证明解是全局的,需要证明τe=∞几乎处处成立

即可.定义停时τ+ :

τ+=inf{t∈ [0,τe):S(t)⩽0或I(t)⩽0或R(t)⩽0或Z(t)⩽0}. (8)

  本文中令inf⌀=∞(⌀表示空集).有τ+⩽τe;所以,如果能够证明τ+=∞几乎处处成立,那么对所有的

t⩾0,τe =∞ 和(S(t),I(t),R(t),Z(t))∈R4+ 几乎处处成立.采用反证法,假设τ+< ∞,那么存在一个

T >0使得P(τ+<T)>0.
定义C2函数V:R4+→R4+:V(S(t),I(t),R(t),Z(t))=lg(S(t)I(t)R(t)Z(t)).利用Itô公式和φ(I)⩾

0,对所有的t∈ [0,τe),ω ∈ (τ+<T)得到
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  令K(S,I,Z)=-3μ-α-γ-c-a0-βI-μ1mZ-
1
2σ

2S2,那么

dV(S(t),I(t),R(t),Z(t))⩾K(S,I,Z)dt-
σI

φ(I)
dB(t)+

σS
φ(I)

dB(t), (10)

  对上述不等式从0到t进行积分,能得到

V(t)⩾V(S(0),I(0),R(0),Z(0))+∫
t

1
K(S(u),I(u),Z(u))du+∫

t

1

σ(S(u)-I(u))
φ(I(u))

dB(u),(11)

  注意到S(τ+),I(τ+),R(τ+),Z(τ+)中的一些元素等于0,从而

lim
t→τ+
infV(t)=-∞. (12)

  令模型(3)中的t→τ+ ,有

-∞ ⩾V(S(0),I(0),R(0),Z(0))+∫
t

0
K(S(u),I(u),Z(u))du+

∫
t

0

σ(S(u)-I(u))
φ(I(u))

dB(u)>-∞. (13)

  这个命题显然是不成立的,因此可以得到τ+=∞ 几乎处处成立,定理得证.
由于在定理1中,注意到在模型(2)中区域Γ是一个正的不变集,所以应该考虑在区域Γ中的解.
定理2 对于任意初值 (S(0),I(0),R(0),Z(0)),当t⩾0时,随机SIRS模型(2)的唯一解将依概率1

保持在不变集Γ中.
证明 从模型(2)可以看出人口数量N =S+I+R 满足下列的微分方程
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dN
dt =b-μN -cI. (14)

这表明b-(μ+c)N ⩽
dN
dt ⩽b-μN,那么

b
μ+c⩽limt→∞

infN ⩽lim
t→∞
supN ⩽

b
μ

. (15)

  因此,随机SIRS模型(2)的所有解S,I和R 都是有界的且小于b
μ
,而且根据模型(2)的最后一个方程和

I的有界性,得到lim
t→∞
supZ⩽

ab
a0(μ+bd).

由于Γ是一个正的不变集,因此所有解的迹围绕在R4+ 中且将进入

Γ,依概率保持在Γ中.

3 疾病的灭绝

定理3 对任意的初值 (S(0),I(0),R(0),Z(0))∈Γ,令(S(t),I(t),R(t),Z(t))是随机SIRS模型

(2)的解,如果

σ2 >max β2
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, βμ(μ+γ)
b((1-p)μ+γ){ }, (16)

或

Rs
0 <1和σ2 < βμ(μ+γ)
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(17)

那么随机SIRS模型(2)的解满足
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t→∞
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lnIt
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其中在条件(16)式中k=(μ+c+α)-β2

2σ2 和在条件(17)式中k=(μ+c+α)(1-Rs
0).即随机SIRS模型

中的疾病将以概率1灭绝.
证明 令Xs =S(t)-S0,利用Itô公式,得到
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  对上式两边从0到t求积分可得
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  由于对任意的t⩾0,有Xs +S0 ⩽
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,根据局部鞅的大数定理[12]得到
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另一方面,如果条件(17)式成立,则
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  定理3得证.

4 例 子

通过以下例子对给出的结论进行验证.选取一个满足条件的函数φ(I),即
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则模型(28)有一个无病平衡点E0=
b((1-p)μ+γ)
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分别选取p=0.5,b=4,μ=0.04,β=0.02,c=0.01,γ=0.001,α=0.8,μ1=0.5,a=0.01,a0=0.045,d=1.0.
计算得E0=(51.2195,0,48.7805,0),E* =(45.5598,0.2683,54.1211,0.0470).

当噪声强度σ 为0.012时,计算基本再生数Rs
0=0.9829<1和σ2=3.9204×10-4<

2μβ
b =4×10-4.

类似地,当噪声强度分别等于0.015和0.019时,可以分别得到(Rs
0=0.8579,σ2=2.25×10-4<4×10-5)和

(Rs
0=0.6481,σ2=3.61×10-5<4×10-5),计算结果满足定理3的假设条件,因此可以得到疾病以概率1灭

绝.如 果 增 加 噪 声 强 度σ 到0.023,有(σ2 =5.29×10-4 > max β2

2(μ+c+α)
, βμ(μ+γ)
b((1-p)μ+γ){ } =
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max4×10-4,3.92×10-4{ }),可以看出定理3的条件同样满足,因此也可以得出疾病以概率1趋于灭绝.
图1(a-d)分别为噪声强度等于0.012,0.015,0.019和0.023运行10000次时数值模拟结果的平均值以及

局部放大的结果,从图1中也能够看出平均灭绝时间分别为89.4127、58.8655、21.7058和8.9937d,也说

明了增加SIRS系统的噪声强度能够加快疾病的灭绝速度.

5 结 论

本文给出了随机噪声影响的具有信息干预的SIRS模型,利用了反证法研究了正解的存在唯一性,并且

给出了随机噪声扰动对基本再生数的影响,从随机模型基本再生数可以看出噪声强度能够改变再生数.另一

方面,也给出了随机SIRS模型灭绝的条件,根据数值算例验证了结论的有效性.从实际意义上讲,得到的理

论结果对疾病控制和预防具有一定的指导意义.
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TheexistenceofpositivesolutionandextinctionofastochasticSIRS
epidemicmodelwithinformationintervention

ZhangQimin1,CaoBoqiang1,MuXiaojie2

(1.SchoolofMathematicsandStatistics,NingxiaUniversity,Yinchuan750021,China;

2.SchoolofMathematicsandInformationScience,BeifangUniversityofNationalities,Yinchuan,750021,China)

  Abstract:ThenewstochasticSIRSepidemicmodel,takingintoaccountwhitenoiseandinformationintervention,isob-
tained.UsingtoconstructappropriateC2functions,sufficientconditionsofexistenceanduniquenesspositivesolutionareob-
tained.TheextinctionisstudiedforastochasticSIRSepidemicmodelwithinformationintervention.Astudyofthestochastic
SIRSepidemicmodelrevealsthatthepeakofpopulationinfectedcanbedecreasedbyinformationinterventionandrandom
noise.Finally,wedemonstratetheanalyticalresultsbynumericalsimulations.

Keywords:SIRSepidemicmodel;informationintervention;environmentfluctuation;extinction
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