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  摘 要:以体卫融合为切入点,根据青少年特发性脊柱侧弯转变机理构建两个微分方程模型.模型Ⅰ把青少

年分为健康者和患有青少年特发性脊柱侧弯两类人群,得到正平衡点渐近稳定的条件.模型Ⅱ把青少年细分为健康

者、轻度患者、中度患者和重度患者(需要手术)4类人群,得到3个边界平衡点的稳定性.由微分方程特征方程理论

和构造李雅普诺夫函数得到,当运动形成的恢复率和支具形成的恢复率大于转移率时,患有青少年特发性脊柱侧

弯的人群(模型Ⅰ)或中度患有青少年特发性脊柱侧弯的人群(模型Ⅱ)都会无限趋向于零.充分体现了运动对青少

年特发性脊柱侧弯整体病情的正作用干预.
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少年强则国强,国家领导人一直关心青少年健康问题.习近平总书记在二十大报告中强调:“加强青少年

体育工作,加快建设体育强国.”第八次全国学生体质与健康调研发现6~22岁学生体质健康达标优良率为

23.8%,优良率较高的地区为东部经济发达和沿海地区[1],与往年相比虽然健康达标率有所提升,但不平衡、
不均衡现象仍很明显.中国青年报张曼玉[2]指出中学生脊柱弯曲异常率为2.8%,主要为姿势性弯曲异常.研
究指出,高强度的学习压力和缺乏运动、睡眠是造成我国儿童青少年脊柱侧弯发病人数上涨的主要诱因[3].

青少年特发性脊柱侧弯(adolescentidiopathicscoliosis,AIS)是一种发病于青少年时期、涉及冠状面、矢
状面和水平面三维空间的脊柱畸形,占脊柱侧弯总数的80%,有2%~3%青少年患此疾病,女性患病概率是

男性的3倍[4].然而,目前AIS发病机制尚无定论,预防AIS和治疗其直接潜在原因都是不可能的[5].国际脊

柱侧弯研究学会应用Cobb's法测量X射线片中的脊柱侧向弯曲曲线角度,常通过站立位的正位片进行X
线片的拍摄.在医学上常将小于10°Cobb角的青少年归类于健康;[10°,20°)的Cobb角归属于轻度 AIS;
[20°,40°)的Cobb角归属于中度AIS;大于等于40°Cobb角归为重度AIS.从医学临床来说,轻度AIS重点

观察,间隔4~6月进行复查;中度AIS常采用“支具”进行矫正;重度一般采用手术进行治疗.采用“支具”矫
正和医学方式进行治疗不利于患儿心理健康,容易加重青少年焦虑、厌烦和恐惧心理,造成注意力不集中,学
业成绩下降,治疗依从性差等现象[6],这时就需要一种辅助手段进行有效干预,加速康复,缓解心理压力.
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青少年的健康工作已经成为大家比较关注的议题.体卫融合是体育和卫生在技术、人才、设施、信息等多

方资源的融合共享.与体医融合相比体卫融合更侧重对健康的促进、防护和控制[7],更符合人们的主动健康

理念,是实现健康中国的重要途径.因此,如何提高青少年身体素质,减少青少年脊柱侧弯成为国内外学者研

究的课题.数学模型不仅可以用来研究传染性疾病[8-11],也可以研究非传染性疾病[12-16].近年来,对青少年

特发性脊柱侧弯的研究很多[17-18],但从数学的角度,通过构造模型来研究的很少.在文献[19]中,把青少年

分为健康者和患有特发性脊柱侧弯的人群,研究了时滞的青少年特发性脊柱侧弯.以时滞为参数,讨论了系

统平衡点的稳定性,得到运动对青少年特发性脊柱侧弯的影响.对青少年特发性脊柱侧弯的患者在佩戴支具

和运动时,要根据Cobb角的大小给出相应的策略,所以在构建模型时需要把青少年人群进行细分.在研究

中,把青少年Cobb角分为[0°,10°)、[10°,20°)、[20°,40°)和大于等于40°共4类人群来讨论.运用微分方程,
建构运动对青少年脊柱侧弯的干预模型,选用标准发生率来表达疾病青少年特发性脊柱侧弯的发生率,并进

行机理分析,旨在为相关学者进行深入研究提供参考.

1 青少年特发性脊柱侧弯运动干预模型建构

先把青少年人群分为健康人群和患有青少年特发性脊柱侧弯两类人群,构建常微分方程模型Ⅰ,再根据

Cobb角把青少年分为健康人群、轻度患者、中度患者和需要手术重度患者4类人群,构建常微分方程模型

Ⅱ,分别研究运动对青少年特发性脊柱侧弯干预效果.
1.1 模型Ⅰ

假定青少年总人口数为常数 N,不考虑人口的出生、死
亡、流动等种群动力因素.把青少年分为两类人群,设 H(t)
(Health)表示t时健康人群的人数(即Cobb角小于10°),

C(t)(Cobb角大于等于10°)表示t时患有青少年特发性脊

柱侧弯的人数,则 H(t)+C(t)=N.C(t)经运动和支具治

疗恢复后将重新成为 H(t).模型Ⅰ的青少年特发性脊柱侧

弯转化机制如图1所示.
构建常微分方程模型为

dH(t)
dt =(α+μ)C(t)-βH(t)C(t)

N
,

dC(t)
dt =βH(t)C(t)

N -(α+μ)C(t),

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(1)

其中β 为疾病转化率,疾病的发生率受青少年健康者在总青少年人数中比率H(t)
N

的影响,为标准发生率

βH(t)C(t)
N .μ 为由于运动形成恢复率,α 为由于支具形成恢复率.系统(1)也可改写为

dH(t)
dt =γC(t)-βH(t)C(t)

N
,

dC(t)
dt =βH(t)C(t)

N -γC(t),

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(2)

其中γ=α+μ 为恢复率,是由运动和支具的共同作用形成的恢复率.
由 H(t)+C(t)=N,仅研究其中一类人群即可,可将系统(2)转化为方程

dH(t)
dt =β1(N -H(t))(ρ-H(t)), (3)

其中β1=β
N
,ρ=

γN
β

.令方程(3)的右端为零可以得到:当ρ≠N 时,方程(3)有两个正平衡点 H *
1 =N,

H *
2 =ρ;当ρ=N 时,方程(3)有唯一平衡点 H * =N =ρ.
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由式(3)可得: 1
ρ-N

( 1
N -H(t)-

1
ρ-H(t)

)dH(t)=β1dt,两端积分得: 1
ρ-Nln|

ρ-H(t)
N -H(t)|=

β1t+c2,其中c2 为任意常数.整理得:ρ-H(t)
H(t)-N =c1e

(ρ-N)β1t,c1=±ec2
(ρ-N),则

H(t)=
ρ+Nc1e

(ρ-N)β1t

1+c1e
(ρ-N)β1t

, (4)

即

H(t)=
N +cρe

-(ρ-N)β1t

1+ce-(ρ-N)β1t
,c=c-1

1 . (5)

  若ρ>N,由式(5)可得,当t→+∞ 时,e-(ρ-N)β1t →0,则 H(t)→N 即平衡点H *
1 =N 渐近稳定.

若ρ<N,由式(4)可得,当t→+∞ 时,e
(ρ-N)β1t →0,则 H(t)→ρ 即平衡点H *

2 =ρ 渐近稳定.

若ρ=N,在方程(3)的基础上分析,可得 1
ρ-H(t)=β1t+c,其中c为任意常数.整理得:H(t)=ρ-

1
β1t+c.当t→+∞ 时,H(t)→ρ.即平衡点 H *

2 =ρ=N 渐近稳定.

令R0=
N
ρ
,由以上分析有下面结论.

定理1 1)当R0<1,即ρ>N 时,模型(2)的正平衡点H *
1 =N 渐近稳定;2)当R0>1,即ρ<N 时,

模型(2)的正平衡点 H *
2 =ρ渐近稳定;3)当R0=1,即ρ=N 时,模型(2)的唯一平衡点H * =N =ρ渐近

稳定.
1.2 模型Ⅱ

在模型(2)的基础之上,仍然把Cobb角为[0°,10°)记为健康人群,把患有青少年特发性脊柱侧弯的人群

C(t)分为3类:Cobb角为[10°,20°)的轻

度患者人数记为C1(t);Cobb角为[20°,

40°)的中度患者人数记为C2(t);Cobb角

大于等于40°为需要手术的重度患者人数

记为S(t)(Surgery).改进后的青少年特发

性脊柱侧弯模型Ⅱ的转化机制如图2所示.
改进后的常微分方程模型为

dH(t)
dt =γC1(t)-

βH(t)C1(t)
N

,

dC1(t)
dt =

βH(t)C1(t)
N -

βC1(t)C2(t)
N -γC1(t)+γC2(t),

dC2(t)
dt =

βC1(t)C2(t)
N -γC2(t)-δC2(t),

dS(t)
dt =δC2(t).

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

(6)

  从模型(6)可以看出,S(t)不影响 H(t),C1(t)和C2(t)的动力性质,可以只研究模型(6)的前3个方

程,即

dH(t)
dt =γC1(t)-

βH(t)C1(t)
N

,

dC1(t)
dt =

βH(t)C1(t)
N -

βC1(t)C2(t)
N -γC1(t)+γC2(t),

dC2(t)
dt =

βC1(t)C2(t)
N -γC2(t)-δC2(t).

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(7)

301第5期       张玉华,等:基于体卫融合的青少年特发性脊柱侧弯微分方程模型建构及分析



  为求系统(7)的平衡点,解代数方程组

γC1(t)-
βH(t)C1(t)

N =0,

βH(t)C1(t)
N -

βC1(t)C2(t)
N -γC1(t)+γC2(t)=0,

βC1(t)C2(t)
N -γC2(t)-δC2(t)=0.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(8)

  可得系统(7)的3个平衡点:E1(
γN
β
,C1(0),0),E2(

γN
β
,γN
β
,0),E3(H0,0,0),其中C1(0),H0 分别

为C1(t),H(t)的初始值.下面开始讨论这3个平衡点的稳定性.
系统(7)在平衡点E(H(t),C1(t),C2(t))的雅可比矩阵为

J|E(H(t),C1(t),C2(t))
=

-βC1(t)/N γ 0

βC1(t)/N (βH(t))/N -(βC2(t))/N -γ γ-(βC1(t))/N

0 βC2(t)/N βC1(t)/N -γ-δ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
.

  先讨论平衡点E1(
γN
β
,C1(0),0),有

J|E1 =

-βC1(0)/N γ 0

βC1(0)/N 0 γ-βC1(0)/N

0 0 βC1(0)/N -γ-δ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,

所以特征方程为 (λ-
βC1(0)

N +γ+δ)(λ2+
βC1(0)

N λ+
γβC1(0)

N
)=0,特征根为λ1=

βC1(0)
N -γ-δ,λ2=

1
2
[-

βC1(0)
N + (β

C1(0)
N

)2+4
γβC1(0)

N
],λ3=

1
2
[-

βC1(0)
N - (β

C1(0)
N

)2+4
γβC1(0)

N
].由于λ2>0,

存在一个特征值大于零,因此平衡点E1 不稳定.

同样的方法可得平衡点E2(
γN
β
,γN
β
,0)的特征值为λ1=-δ<0,λ2=

γ
2
(-1+ 3i),λ3=

γ
2
(-1-

3i).由于特征值负实部均小于零,因此平衡点E2 渐近稳定.

最后讨论平衡点E3,同讨论E1,E2 一样的方法可得其特征值为λ1=0,λ2=-γ-δ,λ3=
βH0

N -γ.因

特征值中存在λ1=0,则系统(7)不能用线性化后的系统来判定E3 的稳定性.用构造李雅普诺夫函数的方法

来研究系统(7)中E3 的稳定性.
令V(t)=|H(t)-H0|+C1(t)+C2(t).

当 H(t)>H0 时,dV(t)
dt =

dH(t)
dt +

dC1(t)
dt +

dC2(t)
dt =-δC2(t)<0.

当 H(t)<H0 时,dV(t)
dt =-

dH(t)
dt +

dC1(t)
dt +

dC2(t)
dt = -δC2(t)+2(β

H(t)
N -γ)C1(t).因

H(t)
N ⩽

1,若β<γ 则dV(t)
dt ⩽-δC2(t)<0.

当 H(t)=H0 时,dV(t)
dt =

dC1(t)
dt +

dC2(t)
dt =-δC2(t)+(β

H(t)
N -γ)C1(t).因

H(t)
N ⩽1,若β<γ

则dV(t)
dt ⩽-δC2(t)<0.

因此,由以上分析可得当β<γ 时,平衡点E3 渐近稳定.即有如下结论.
定理2 当β<γ 时,系统(7)的平衡点E3(H0,0,0)渐近稳定.
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2 分析与讨论

2.1 运动对AIS干预的准备

当前青少年因学业压力长期坐多动少,致使脊柱发育不完全、脊柱两侧肌肉肌力不平衡、脊柱内部关节

活动度较大等问题,是导致AIS出现的直接原因,再加上坐姿不端正等综合因素的影响使青少年脊柱异常

率居高不下.当前国家已经关注到青少年健康问题,并推出一系列的政策为青少年健康保驾护航,比如:规范

课外培训,安排大课间体育活动,每周不能少于2节体育课,体育课不能被占用等.从模型Ⅰ的定理1可以看

出恢复率γ 和转移率β的大小关系会影响AIS病情整体情况.
注1 H *

1 =N 渐近稳定,即随着时间t的不断增大,H(t)将不断增加趋向于N,从而C(t)将不断减少

而趋于0,(H(t),C(t))最终趋向于(N,0),也就是患有特发性脊柱侧弯人群趋向于零.所以当R0 <1,ρ=
γN
β
>N,即恢复率γ 大于转移率β,特发性脊柱侧弯不会一直在青少年中存在.

注2 H *
2 =ρ 渐近稳定,也就是说,任一从H0∈ (0,N)出发的H(t)均随t的增大而趋向于ρ,从而

C(t)→1-ρ.这时特发性脊柱侧弯会一直在青少年中存在,最终保持在1-ρ 的数量.所以当R0 >1,ρ=
γN
β
<N,即恢复率γ 小于转移率β,特发性脊柱侧弯会一直在青少年中存在.

注3 在模型Ⅰ中,R0=
N
ρ

=1是区分特发性脊柱侧弯是否长期存在青少年中的阈值.当R0<1时,特

发性脊柱侧弯逐渐消失;当R0 >1时,特发性脊柱侧弯会一直存在.
注4 当恢复率γ大于转移率β,是人们所希望看到的情形.在模型(2)中,γ=α+μ,在这里可以把支具

对恢复率的影响α 看作常数,影响γ 的只有参数μ,即由于运动对恢复率的影响.
由此得到运动对青少年特发性脊柱侧弯整体态势的重要性.但运动干预的安全性和AIS患者依从性高

低是运动干预的关键因素.因此制定科学的运动处方,采用科学、有效的干预方法,提高AIS患者有效干预的

依从性是干预是否有效的关键.干预前应对青少年进行身体健康评估和脊柱X射线检查.首先依据脊柱弯曲

度制作合适的支具,其次根据青少的运动能量和脊柱弯曲情况制定运动处方,做到“一人一具”和“一人一

方”,必要时进行心理健康检查.
2.2 运动对AIS有效干预的实施

在运动干预的实施过程中,应对青少年身体的运动承受能力和在支具佩戴过程中青少年的心理承受情

况等方面进行实时监控,关注其承受程度,适时调整干预手段,以期达到预期目标.所以在模型构建中也需要

对AIS进行细分,这就是模型Ⅱ的构建思路.结合1.2中模型Ⅱ的讨论和RouthHurwitz准则[20],总结如下.
1)系统(7)的平衡点E1(γN/β,C1(0),0)不稳定.也就是说,当t→+∞ 时,从E1 邻域内出发的轨线

(H(t),C1(t),C2(t))会远离E1(γN/β,C1(0),0).
2)系统(7)的平衡点E2(γN/β,γN/β,0)是渐近稳定的.也就是说,当t→+∞ 时,从E2 邻域内出发的

轨线(H(t),C1(t),C2(t))将无限趋近于(γN/β,γN/β,0).即在不需要运动和支具的介入情况下,健康者

人数 H(t)和轻度患者人数C1(t)都为γN/β,中度患者人数C2(t)将趋向于0.
3)当β<γ时,系统(7)的平衡点E3(H0,0,0)是渐近稳定的.也就是说,当t→+∞时,从E3邻域内出

发的轨线(H(t),C1(t),C2(t))将无限趋近于(H0,0,0).即在恢复率γ 大于转移率β的条件下,健康者的人

数 H(t)将无限趋近于初始值 H0,轻度患者的人数C1(t)和中度患者的人数C2(t)都将无限接近于0.
模型(7)无正平衡点,只有3个边界平衡点E1(γN/β,C1(0),0)、E2(γN/β,γN/β,0)和E3(H0,0,0),

说明在运动和支具的双重作用下,当时间t趋向于无穷时,(H(t),C1(t),C2(t))会无限趋向于HOC1平面,
青少年特发性脊柱侧弯不会成为地方病长期存在.通过上面总结2)、3),可以得到在模型(7)中当中度患者

的人数C2(t)都将无限接近于0时,从模型(6)的第4个方程dS(t)
dt =δC2(t)看出,S(t)将不再增加.这样整

个AIS病情会得到缓解.
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因此,运动在AIS整个康复过程中起着积极的作用,这是因为青少年正处于骨骼生长的高峰期,在AIS
的治疗和康复过程中辅以一些运动方式进行辅助和干预,可选择性地加强侧弯脊柱旁的肌肉力量,使两侧肌

力达到平衡,可延缓轻度AIS患者侧弯畸形进展,提高骨密度,改善肺功能,缩短治疗时间[21],提高患者对运

动干预的依从性,达到矫正的目的.
2.3 运动对AIS干预的完善

在每次运动干预结束后,要对青少年患者的身体情况和心理感受进行记录,进行归纳总结,并根据青少

年的反馈对运动处方做出适时调整和完善,提高干预效果,将风险做到可控.提高青少年的自控能力,同时做

好情绪管理,家长、教练和医护人员要多给予支持、鼓励和安抚.

3 结 语

我国体卫融合政策的实施尚处于探索阶段,本文针对非传染性疾病青少年特发性脊柱侧弯AIS,把研究

对象青少年分为健康者和患有AIS这两类人群,且AIS发生率采用标准发生率βH(t)C(t)
N

构建了模型Ⅰ;

把青少年分为健康者、轻度、中度和重度需要手术患者共4类人群,构建了模型Ⅱ,实际研究对象为健康者、
轻度和中度患者.模型Ⅰ有两个或一个正平衡点,时间趋向于无穷时,若恢复率γ 大于转移率β,则不存在患

有AIS的青少年.模型Ⅱ无正平衡点,有3个边界平衡点:用微分方程特征方程理论得到E1 不稳定和E2 渐

近稳定,用构造李雅普诺夫函数得到E3 在条件γ>β下渐近稳定.通过两个模型的研究充分体现了运动对青

少年特发性脊柱侧弯整体病情正作用的影响.这些对体卫融合政策的具体实施和实践有一定的指导意义.
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Constructionandanalysisofdifferentialequationmodelforadolescent
idiopathicscoliosisbasedonsportsandhealthintegration

ZhangYuhua1a,LiHaiyin1b,BiYuanhong2a,b

(1.a.InstituteofPhysicalEducation;b.DepartmentofMathematicsandInformation,HenanUniversityofEconomicsandLaw,

Zhengzhou450046,China;2.a.SchoolofStatisticsandMathematics;b.InnerMongoliaKeyLaboratoryforEconomic

DateAnalysisandMining,InnerMongoliaUniversityofFinanceandEconomics,Hohhot010070,China)

  Abstract:Inthispaper,sportsandhealthintegrationistakenastheentrypoint,weconstructtwodifferentialequation
modelsbasingonthetransformationmechanismofadolescentidiopathicscoliosis.ModelIdividesadolescentsintotwogroups:

healthyindividualsandthosewithadolescentidiopathicscoliosis,andobtainstheconditionforasymptoticstabilityoftheposi-
tiveequilibrium.ModelIIdividesadolescentsintofourgroups:healthyindividuals,mildpatients,moderatepatients,andse-
verepatients(requiringsurgery),andobtainsthestabilityofthreeboundaryequilibria.Bythetheoryofcharacteristicequation
fordifferentialequationsandconstructingLyapunovfunction,itisfoundthatwhentherecoveryrateformedbyexerciseandthe
recoveryrateformedbybracesaregreaterthanthetransferrate,thepopulationwithadolescentidiopathicscoliosis(ModelI)

orthepopulationwithmoderateadolescentidiopathicscoliosis(ModelII)willinfinitelyapproachzero.Thisfullyreflectsthe

positiveeffectofexerciseinterventionontheoverallconditionofadolescentidiopathicscoliosis.

Keywords:adolescentidiopathicscoliosis;sportsandhealthintegration;differentialequationmodel;stability
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