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摘 要：在研究BR。一代数的基础上，首先给出了PBR。一代数的概念，讨论了PBR。一代数的一些性质，得到了 

PBR。一代数的等价刻画定理，然后讨论了 PBR。一代数的滤子及其生成滤子的性质． 
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多值逻辑不仅与当今一些前沿学科如模糊控制，人工智能，神经网络和计算机科学有着密切联系，而且 

多值逻辑理论本身的内容非常丰富．众所周知，不同的模糊逻辑系统对应着不同的逻辑代数．早在 1958年， 

著名的逻辑学家 C．C．Chang为解决 Lukasiewicz逻辑系统的完备性引入了MV代数[1]．1997年，王国俊教 

授基于对模糊逻辑与逻辑推理方面存在的问题的分析，提出了一种新的形式演绎系统——L 系统和与之相 

配的逻辑代数——R。代数 ]．此后，吴洪博教授又创建了模糊逻辑系统基础 L (BL )和基础 R。(BR。)代 

数嘲．以上理论的提出与研究，引起了人们极大的兴趣并取得丰硕的成果．在以上的模糊逻辑与推理的研究 

中，长期占主导地位的是所谓的 模逻辑，而通常的 模均要求 一模具有交换性．近年来受非可换线性逻辑 

(它在逻辑程序设计，计算机语言，模糊数据库等领域有着重要的应用)的影响，几个基于非可换 模(也称伪 

模)的非可换逻辑系统相继提出 ]．吴洪博教授和他的学生们近年来一直致力于这方面的研究，取得了一 

些成果[6--Ii]．基于以上的研究，本文提出了对应于广义 ￡一模的 PBRO-代数，并给出了 PBRO-代数的若干性质 

及其滤子． 

1 预备知识 

定义 1 E。 设 M 是( ，V，一)型代数，如果 

(i)M上有偏序 使(M， )成为有界分配格，且 V是关于序 而言的上确界运算； 

(ii) 是关于 ≤ 而言的逆序对合对应 ； 

(iii)对任意的n，6，C∈M，以下条件成立： 

(B1) ] 1 b— b 以； (B2)1斗 以： ，以 一 1； 

(B3)b— c (n一 6)一 (口一 c)； (B4)a一 (6一 f)一 b一 (。一 c)； 

( )口一 b V c一 (n一 6)V (口一 c)， 一 b^ f一 (口一 6)^ ( 一 c)． 

这里 1是 M 中的最大元，并记 0一 1，那么称 M为基础R。一代数，记作BR。一代数． 

有时用口 表示 a．由于“ ’是逆序对合对应，故 De Morgan对偶律成立，即(口V 6) 一n 八b ，(a八6) 一 

n V b ．易知 n 一n一 0．对于 Boole一代数，若规定 n— b一口 V b，则 Boole一代数是 BR。代数． 

定义 2E。 满足条件(B )(口一 6)一 b一口V b的BR。代数是 M 代数． 
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定义3嘲 满足条件(B )(口一 6)V ((口一 6)一 口V 6)一 1的BR。一代数称之为 R。一代数． 

性质 1[3 设 M 是BR。一代数，对任意的口，b，C∈M，则 

(1) a—a一 0；(2)口 b当且仅当n— b===1；(3)(口一 6)V (6一 n)一 1；(4)口一 b a  ̂

C— b^C，a— b a V C— b V C；(5)n≤b— C当且仅当b a—f；(6)若 口=三三b，则 b— C a— c，c一 

口 C— b；(7)a V b ((口一 6)一 6)^ ((6一 a)一 n)；(8) a V b≤ 口一 b． 

引理1 在BR。一代数M 中引进二元运算 *：M×M—M，对任意的a，b∈M，a*b一 (a一 6)， 

则(*，一)是伴随对，且(M，*，1)是带单位元 1的 Abel半群． 

引理2 若 M是有界格，且满足：(1)(M，*，1)是带单位元 1的Abel半群；(2)对任意的口，b，C∈M， 

a*b C当且仅当口 b— C．则 

(1)口 b当且仅当口一 b一 1； (2)b一 (̂  口 )一^川(6一 a )，(a ∈M，i∈D； 

(3)(V f∈，nf)*b— V ∈J(口 *6)； (4)(V f∈J口f)—}b一  ̂∈J( 6)； 

(5)若n b，则a*c b*C； (6)若 a b，则 f— a≤C— b，b— C a— c； 

(7)a— b a^ C— b^ C，a— b三三三a V c— b V C；(8)b— C三三三(a一 6)一 (n— c)． 

2 PBR。代数及其性质 

定义 4 若一个结构(M，V，^，*，一， ，0，1)，对任意的a，b，c∈M，满足下列条件： 

(PB )(M ，V，^，0，1)是有界格 ； 

(PB )(M ，*，1)是有单位元 1的半群 ； 

(PB。)a*b C当且仅当a≤b— C当且仅当b 日 c； 

(PB4)(口一 6)V (6一 a)一 (a 6)V (6 n)一 1； 

(PB5)(n— O) O一 (口 O)一 0一 a， 

则称该代数结构为 PBR。一代数，记作 PBR。一代数． 

注 1 PBR o一代数正是 BR。一代数去掉 *运算的交换条件而导致了双蕴涵运算的一种代数结构． 

性质 2 若 M是PBR。代数(M，V，̂ ，*，一， ，0，1)，对任意的a，b，c∈M，则下列性质成立： 

(P1)n b当且仅当a— b一1当且仅当口 6— 1； 

(P2)a*(n 6) b a一 (口*6)，“*(口 6)三三三a 6 (6*a)； 

(P3)(口一 6)*a a b一 (n*6)，(a一 6)*口三三三b a一 (6*a)； 

(P4)1 Ⅱ一 1一 a— n； 

(P5)a*0— 0*a一 0； 

(P6)口V b一 ((n 6)一 6)八 ((6 口)一 n)===((口一 6) 6)^ ((6一 口) n)； 

(P7)a一 (6 c)===6 (口一 f)； 

(P8)若 a b，则 a*c=三三b*c，f*a C*b； 

(P9)口一 b (c— a)一 (C一 6)，n 6三三三(c 口) (c 6)； 

(Plo)口一 b三三三(6一 c) (n— c)，口 6 (6 c)一 (n c)． 

证明 只证(P：)． 

因n 6 a 6，所以由(PB。)可得 n*(口 6) b．又因a*b a*b，所以由(PB。)得 b 口 (口*6)． 

得证n*(口 6) b n (a*6)． 

因 a 6=三三1，a n一 1，所以 n 6=三三口 n，从而由(PB3)得 a*(n 6) n．又因 b*口 b*a，所以由 

(PB3)得 a b----*(b*n)．得证 a*(n 6) 口 6 (6*n)． 

性质 3 若 M 是PBR。一代数(M，V，八，*， ，0，1)，对任意的a，b，C∈M，则 

(Pl1)若 a b，则 c n c 6，f— a C— b； 

(P12)若 a b，则 6 c=三三n c，b— C三三三n— c； 

(P13)若 口≤ b，则 a c 6，n f— b； 
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(P14)(日一 6)*a三三三a ^ b，n*(n 6)三三三a^ b． 

证明 由(P )，(P。)，结合(PB。)可证． 

性质 4 若 M 是完备的PBR。一代数，对任意的a，b，C，E M，{a l i E 1} M，则 

(Pl5)a*(V ∈，a )===V ∈ (n* )，(V ∈，a )*a===V ∈，(口 *n)； 

(P1 6)6=>(̂  ∈Ia )===̂  ∈ (6 a )，b一 (̂  ∈Ja )一 ^f∈f(6 a )； 

(P17)(V ∈ ) 6一  ̂∈J(口 6)，(V ∈，a )一 b一  ̂∈，(口f+ 6)； 

(Pl8)n 6 V c： (口 6)V (n c)，a— b V c一 (n一 6)V (Ⅱ一 f)； 

(P19)a^ 6 c一 (口=>c)V (6 f)，a^ b— c===(n— c)V (6一 c)． 

证明 以(P )，(P 。)为例． 

(Pl5)由(PB3)得 V z E M，n*(V川a )三三三z当且仅当 V川a ≤n=>z当且仅当 V i E I，a ≤口 当 

且仅当 V i E工，a*a z当且仅当 V (口*a )≤z．由 的任意性得a*(V a )一V引(n*a )． 

同理可证(V引a )*a= V (n *n)．(P15)成立． 

(P19)一方面，由性质(P12)得 a^6 c n c，6 c，从而 a^6 c (口=>f)V (6 c)． 

另一方面，由(P。 )，(P 。)，(P 。)，(P )，(PB )得 

(以八 6 f)一 (口 f) V (6 f) ((＆ ^ 6 f)一 (口 f))V ((日A 6 f)一 (6 f)) (口 a A 6)V 

(6 口^6)一 ((口 n)^ (口 6))V((6 n)^(6 6))一 (n 6)V(6 口)=：=1，即(n^6 c)一 (口 c)V 

(6 c)===1．利用 (P1)得 ^6 f (口 f)V (6 f)． 

综上两方面得证 a^6 c一 (n c)V(6 c)． 

同理得证 a^b— C一 (口一 c)V (6一 f)．(P1。)成立． 

性质 5 若 M 是PBR。一代数，则对任意的 a，b，c，E M 有 

(P20) (以*6) c— a (6 f)，(6*a)=>c： 以 (6 c)； 

(P21)a*b三三三a^ b 口，b； 

(Pz2)a V (6*c)三三(n V 6)*(a V c)． 

证明 只证(P )．由(P )得 

(口V 6)*(n V c)一 (n*a)V (n c)V (6*a)V (6*f) 

a V a V a V (6*f)一 a V (6*f)． 

定义5 在PBR。代数(M，V，八，*，一 ， ，0，1)中定义两个非运算一，～：M—M．对任意的n E M， 

口一一 日 —+ 0， ～= =>O． 

性质 6 若M 是PBR。一代数(M，V，^，*，一， ，0，1)，对任意的a，b∈M，则 

(P23)1～一 1一一 0，0 一 0一一 1；(P24)a*a～一 a一 *a 一 0； 

(P25)a b一当且仅当 n*b一0；(P26)a b～当且仅当 b*。一0； 

(P27)a— b一一(n*6)一，口=》6～一 (6*n)～；(P28)a 三b-当且仅当b a～； 

(P29)若 a三三三b，则 b一三三三a一，b～ a～；(P30)a— b—b- n一，口 6一b～一 a～； 

(P31)a b～===6=>n ，n=>6 ： b斗 a～；(P32)a*b一 (以 b一)～一 (6=>口～)一； 

(P33)a— b一 (a*b～) ，d 6一 (b *a) ． 

证明 以(P )为例进行证明，其余的可利用性质2和性质 3得证． 

由(PB。)知 V z E M， 三三三(n*6)一 0当且仅当 *(。*6) o当且仅当(z*n)*b 0当且仅当 * 

口 b一 0当且仅当 口一 (6一 O)，由 的任意性得(日* )一 0一 日一 (易一 O)，即 口一 b一一 (口*) ． 

同理得证 6～一 (6*口)～． ， 

性质 7 若 M是一个PBR。代数(M，^，V，*，一， ，0，1)，对任意的a，b，c E M，则 

(P34)(n V 6) ===a ^ b ，(a V 6)～一 a～^ b～； 

(P35)(n ^6)一一 a—V b ，(a ^6)～=：=a～V b ； 

(P36)n 6三三三a V f 6 V c，a— b n V f— b V C； 

(P37)n 6三三三a^ f 6^ f，n— b三三三口^ c— b^ c； 
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(P38)a— b (口一 f)V (c一 6)，n=>6 (a f)V (f=》6)． 

证明 (P。 )，(P。 )r由两个非运算的定义和(P )，(P )，(P )，(P。。)可证． 

下证 (P。s)，( s)成立． 

(P。 )根据(P1)，(P )和(P17)得 

(口 V c)一 (6 V c)一 (口一 b V f)八 (c— b V c)===a— b V C三三=a— b， 

所 以(口V f)一 (6 V c) a— b． 

同理可证 口 6=三三a V c 6 V C．(P36)成立． 

(P38)因 a— b a V C— b V C，且由(P17)，(P18)得 

a V C— b V C一 (a V C一 6)V (口V C— f)= ((n一 6)八 (C一 6))V ((口一 c)^ (c— c))= 

((口一 6)^ (c一 6))V (口一 c)≤ (n c)V (f一 6)， 

所以 a— b (口一 c)V (c一 6)． 

同理得证n 6 (n c)V(c 6)．即(P38)成立． 

注2 由(P。 )，(P。 )知 De Morgan对偶律对两个非运算都成立． 

定理 1 一个 PBR。代数(M，八，V，*，一， ，0，1)是一个有界分配格． 

证明 由性质(P )，(P )，(P。 )可得． 

定义 6 一个 PBR。一代数(M，V，^，*，一， ，0，1)是交换的，如果对任意的 a，b∈M，有 口*b— 
b*a． 、 

定理 2 一个 PBR。一代数(M，V，^，*，一， ，0，1)是交换的，当且仅当对任意的a，b∈M，有 a— 

b一 口=>6． 

证明 (必要性)由(PB。)得 V ∈M，z≤n— b当且仅当 *a b当且仅当a*x b当且仅当 

z a— b．由z的任意性得证n— b一口 6． 

(充分性)设 V a，b∈M，a— b一口 6，由(P。 )和(P )得 

口*b一 ( b一)～= (a一 (6一 O))=>O一 (n一 (6 O)) O=== 

(6=；'(n一 0)) O===(b一 (n一 0)) 0一 b*a． 

推论 1 一个交换的PBR。代数(M，V，八，*，一， ，0，1)是一个 BR 代数． 

推论 2 若 PBR。代数(M，V，̂ ，*，一， ，0，1)中的 *运算是连续的，则 PBR。一代数就是 BR。一 

代数． 

引理 3 若(P )，(P )成立，则(Pg)等价与(P 。)． 

证明 设(P。)成立，由(P )，(P，)知 

1一 (n一 6) ((c— a)一 (c一 6))一 (c一 口)一 ((n一 6) (f一 6))， 

故 C n (a一 6) (c一 6)． 

同理可证 c 口 (口 6)一 (c 6)．(P10)成立。 

反之，设(P 。)成立，类似可得(P )成立． 

在 PBR。一代数中，这些性质不是独立的，下面给出它们之间的联系． 

定理 3 在有界格 M 中 

(i)若(P 8)成立 ，则(P )成立； 

(ii)若(P )，(P。。)成立，则(PB )成立} 

(iii)若(P )，(P。。)成立，则(P29)成立； 

(iv)若(P29)，(PB5)成立，则(P。 )，(P。 )成立} 

(v)若(PB。)，(P。)成立，则(P1 )成立； 

(vi>若(P1 7)成立，则(P12)成立； 

(vii)若(P )，(P )，(P ?)成立，则(P。 )成立； 

(viii)若(P )，(P 8)，(I)3 )成立，则(P。。)成立； 

(ix)若(PB。)，(P )，(P )成立，则(P )成立。 
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证明 略． 

定理 4 M 是一个PBR。～代数(M，V，^，*，一， ，0，1)的充要条件是对任意的a，b，C E M满足 

(PB1)(M，V，^，0，1)是有界格 ； 

(P4)1=》n = 1 a— a； 

(P7)a一 (6 f)一 6 (口一 f)； 

(P9)a— b≤ (c一 口)一 (C一 6)，a=>6二三三(c n) (c 6)； 

(Pl8)＆ 6 V c一 (口 6)V (口 f)，a— b V C= (口一 6)V (口一 c)； 

(P3o)a— b— b一 n一，口 6= b～ a～． 

其中a～一口=；'O，a一=a一 0，1～：1—0，0～=0一一 1． 

证明 (必要性)由定义 4、性质 2、性质 4及性质 6可得证． 

(充分性)首先，在 M上定义二元运算 *M ×M— M，V a，b E M， 

a*b一 (a— b-)～一 (6=>a～)一． 

其次 ，由定理 3(ii)知(PB )也成立． 

下面分 3步证明其余条件也成立． 

(工)(1)由 *运算的定义，(PB )及(P )知 

口*1一 (以一 1一)～一 (盘一 0)～一 盘，1～ 口一 (1 a一)～一 (以一)～一 a， 

所 以 1是(M ，*，1)的单位元． 

(2)由 *运算的定义，(P )，(PB )和(P。。)知 

a*(6*c)一 (口一 (6*c)一)～一 (口斗 ((6一 C一)～)一)～一 (n斗 (6斗 C～))～， 

(口*6)*C一 ((口*6)一 c一) ： ((n— b一)～一 C一)～一 ((c一)一一 (((口一  )～)一)～一 

((c～)一一 (口一 扩 ))～： (n一 ((c一)一一 b一))～= (n一 (6一 C一))～， 

所以a*(6*c)= (n*6)*C，即 *运算满足结合律，从而(M，*)是半群．(PB )成立． 

(1I)先证 a*b C当且仅当a b— C． 

(1)(必要性)由 *运算的定义，(PB )，(P )，(P )，(P3。)得 a*b C，即 

1==：(口一 b一)～一 f— f一 (口一 圹 )一 a一 (f一：>6一)一 a一 (6一 f)， 

所以 a b— C． 

(2)(充分性)由(PB )，(P )，(P )，(P3。)得 

1===a+ (6 c)： a (C 6 )= C一 (a )一 a b一)～ C， 

所以a*b C．类似可证 a*b C当且仅当b a— c．(PB。)成立． 

(1lI)由(P )，(P。 )知 

(n一 6)V (6一 a) a— a一 1，(乜一 6)V (6一 口)三三三日 n一 1， 

所以(n一 6)V (6一 日)一 (口 6)V (6 口)一 1．(PB )成立． 

由此得证满足上述条件的M 是PBR。代数． 

推论 3 PBR。一代数类是一个簇 ，即是等式代数类．因此 PBR。代数类关于子代数、同态像以及直积 

都是封闭的． 

(P。)可写成等式的形式 ： 

(n一 6) ^ ((c— a)一 (C一 6))一 (n一 6)， 

(口 ^ 6)^ ((c 口)一 (c 6))一 (n 6)． 

3 PBR。代数的滤子 

定义7 M 的非空子集F称为M 的滤子，如果它满足下列条件： 

(F1) ， E F时 ，z E F；(F2) E F，z三三三 时， ∈ F． 

若 F≠M，则称 F是M 的真滤子． 
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定理 5 若 F是M，的滤子，则 

(1)1∈ F；(2)若 x，Y E F，则 z A y E F； 

(3)若 z∈F，y∈M，则 Y— z E F， z∈F． 

注 3 PBR。一代数的滤子是格滤子 ． 

定理6 设 F是M 的子集，则下列条件等价： 

(i)F是一个滤子 ；(ii)1∈ F，且 口，n 6 E F时 ，6∈ F； 

(iii)若 a，b∈F，b n c，则 c∈F；( v)1∈F，且 口，n— b∈F时，b∈ F； 

(v)若 a，b∈ F，b a— f，则 c∈ F． 

证明 (i) (ii)由(F2)得 1∈F若n，a：ob E F，则由(F1)得n*(吐 6)∈F．又(P2)a*(口 6) b， 

再利用(F )知 b E F． 

(ii) (iii)由(P。)知b 口 c当且仅当6 (Ⅱ c)===1(1∈F)．又b∈F，故a c∈F．再由口∈F得 

c E F． 

(iii) (i)设a，b∈F，由(P2)得 b 口 (a*6)，则 a*b E F．(F )成立． 

设 口E F，口 b，又a 1一n 6，故 b∈F．(F )成立． 

同理可证(i) (iv)，(iv) (v)，(v) (i)． 

由此可证(i)等价于(ii)等价于(iii)等价于(iv)等价于(v)． 

容易证明M 的滤子之交也是滤子，下面考虑生成滤子． 

定义8 设A M，包含A的最小的滤子称为由A生成的滤子，记为EA) 若A一{扭}，则E{n})记成Ea)， 

显然EA)一n{F l A F M，F是M 的滤子}． 

定理 7 设 F是 M 的非空子集 ，则 

[F)一{32：E M j j rt∈N，及。 ．．，a ∈F，使得n1*口2*一*a ≤x)= 

{x E M 1]，z E N，及a1，⋯，a ∈F，使得 an (⋯ (口1：》 )-．．)一1)一 

{z E M J ∈N，及 a1，⋯，a E F，使得 a1一 (⋯ 一 (n 一 z)⋯)= 1)． 

证明 仅证第 1个等式．应用(PB。)到第 1个等式右边的式子即可得其余两个等式． 

令 A= {x E M i j n E N，及a1，⋯，口 E F，使得 al*口2*⋯ *n }． 

(1)V口E F，由(P8)知口*a=三三a*l一口，故 口E A，从而F A． 

(2)若 a，b E A，则 l， 2 E N，和口 ”，a ，，b1，⋯，b E F，使得 

a 1 * 口 2 * ⋯ * n 
，
≤三口，b1*b2* ·̈*b 三6． 

由(P8)得(口1*口2*⋯*日 )*(6l*b2*⋯ *b )三三a*b，故a*b∈A若a E A，a三三b，贝0 ∈N，和 

口1，⋯，a E F，使得 口l*a2*⋯*a 口，从而a1*口2*⋯ *a b，所以b∈A． 

得证 A是一个滤子． 

(3)设 C是M 的任意一个滤子，且 F C，则 V口∈A，j挂∈N，和a “， 

n ∈F C，使得 a1*口2*⋯ *a =三三a．由C为滤子知a∈C，所以A C． 

综上(1)、(2)、(3)得证 A是包含F的最小滤子，即A—EF) 

挖 

为简便 ，记 n”一 ，n。一 1，n= 一 嗣 ，口 o z： z
，口 一

o 

z —  ，口 一 z 一  

^  ̂

，f 

( ∈ N)． 

推论4 a E M，则[a)一{z E M I ∈N，使a )==={ ∈M I 3 ∈N，口 z)一1)一{x E 

M I E N，a— z一 1}． 

推论 5 设F是M 的滤子 E M，则EF U{。))一 {x E M I了m∈N，ai÷．． }口 ∈F÷和 ．-’ 

0，使得(a1*日 1)*⋯*(口m*口”m)三三z)。 

定理8 设 F是M 的滤子，且Ⅱ，b∈M，则 
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IF U {a})N[F U {6})一[F U {a V b))． 

证明 设 36"E[F U {a))N IF U b}，则存在 t，5 E N，” ”， ， 1，⋯，m 0，和a ”，n ，b ．．， 

6 E F，使得 (n1*a”1)*⋯ *( *a )三三 ，(61* 1)*⋯ *(6s*n’ )三三z．令 P—a1*⋯ *6／, *b1*⋯ *b ， 

Z—max{ 1，⋯，吃，m ”，m )，则 由F为滤子知P E F，且由(P8)得( *a ) ，(户*b ) ．于是由(P22) 

得 x三三三( *a ) V ( b ) (( *a ) V ( *b )) 三三三(( *a )V(户*b )) 一 ( *(口 V b )) 三三=( * 

(n V 6) ) ，所以x∈[F U {a V b))，从而IF U {a))N IF U {b}) IF U{a V b})． 

反之，设 E [F U {a V b})，由推论 5知 愚E N， “，n 0，和 a ，⋯，a E F，使得(n * 

(n V 6)”I)*⋯ *(n *(乜 V 6) ) 三三 x． 利 用 (P8) 得 ．27三三 (n1*a”1)*⋯ *( *a )， 且 x 三三 

(口 *b *⋯*(n *b )，故x E IF U {a))，且 Iz∈[F U{b))，从而[F U{口V 6) [F U{a))N[F U 

{b))． 

得证[F U {a}N IF U {b))一 IF U {a V b})． 

推论 6 设 F是M 的滤子，a，b E M，若 a V 6 E F，则IF U {a))n[F U {b))一F． 

推论 7 设 a，b∈M，则[口)n[6)一 a V 6)． 
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Properties of PBRo—Algebras and Its Filters 

GONG Jiaan ，WU Hongbo 
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Abstract：Based oil the BR0一Algebra，the concept of PBR0一Algebra has been given，and some properties are dis— 

cussed．The equivalence of the PBR。 Algebra is obtained．Then the properties of the filter and generated filter of PBRo—Alge— 

bra are discussed． 

Keywords：logical Algebras；BR0 Algebras；PBR。一Algebras；filter；generated filter 


