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非线性发展方程的初值随机化问题研究
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摘 要:主要介绍一些非线性发展方程的初值随机化问题.首先给出了薛定谔方程的初值随机化问题,KdV方

程的初值随机化问题,波动方程的初值随机化问题;接着,给出了初值随机化所用到的调和分析工具;最后,提出了

一些非线性发展方程在初值随机化方面未解决的问题.
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1 主要进展

初值随机化,顾名思义就是对初值进行随机.初值随机化最早是由文献[1]研究薛定谔方程iui +Δu=
|u|p-1u 的统计力学性质而提出来的,其中u 是复值函数.主要工具是带权重的高斯测度-Gibbs测度.后来,
文献[1-2]利用傅里叶限制范数方法、双线性估计和初值随机化以及Gibbs测度研究KdV方程ut+uxxx +
uux=0.和薛定谔方程的几乎整体适定性和不变测度.后来文献[3-4]利用高斯级数的一些性质来研究当空

间是紧流形时超临界波动方程utt+Δu=|u|p-1u 的适定性问题.具体是在确定初值情况下,波动方程的柯

西问题是不适定的,然而在对初值进行随机化下,在除去一个测度非常小的样本空间,仍然能够建立适定性.
具体会用到下面两个关键引理.
引理1 设 (ln(w))∞n=1 是一列实的期望为零的独立的随机变量,假设(μn)∞n=1 满足 ∃c>0,∀γ∈R,

∀n⩾1,∫
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这个引理对于初值随机化柯西问题的研究非常重要.它的本质体现了概率的作用.如果定义映射T:l2→
Lp,则意味着将l2 随机化之后变成Lp 可积性变好了.进一步有引理2.

引理2 设(hn)∞n=1是一列独立的期望为零的复值随机变量满足∫Ω
|hn(ω)|2kdp(ω)⩽c(∀n⩾1),则

∀2⩽p⩽2k,∃c>0,∀(cn)n∈N* ∈l2(N*,C),∑
n
cnhn

Lp ⩽C ∑
n
c2n( )

1
2
.

利用上面这两个引理,将时间空间的联合估计变好了,从而在除去一个测度很小的样本空间,可以将确

定情况下不适定的柯西问题经过初值随机化之后变成适定.具体结果如下.

  收稿日期:2019-10-15;修回日期:2019-12-16.

  基金项目:国家自然科学基金(11771449)

  作者简介:黄建华(1968-),男,湖北随州人,国防科技大学教授,主要从事非自治与随机动力系统的研究,E-mail:jh-

huang32@nudt.edu.cn.

  通信作者:闫威(1982-),男,河南周口人,河南师范大学特聘教授,博士生导师,主要从事偏微分方程的研究,E-mail:

yanwei19821115@sina.cn.



定理1 设∂M 为空集,s⩾
1
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且f1∈Hs(M),f2∈Hs-1(M).fω
1∈Hs(M),fω

2∈Hs-1(M)是相联

系的随机函数.则存在σ⩾
1
2

使得对几乎处处的ω ∈Ω 存在Tω >0和一个唯一的解,初值连续嵌入在

Xω =cos(t- -Δ)fω
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sin(t -Δ)fω
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÷÷+C([-Tω,Tω];Hσ(M)).较为确切地,存在C>0,δ⩾0,1<

T ⩽1,ΩT,使得P(ΩT)⩾1-CT1+δ.对每一个ω∈ΩT,则存在唯一的解并且初值连续嵌入在C([-T,T];

Hs(M)).进一步,如果随机变量是标准的高斯的,则

P(ΩT)⩾1-Ce-
c
Tδ,c,δ>0.

  定理2 设∂M 为非空,s⩾
8
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且 ∃C >0:n⩾1,∫
Ω

(|hn(ω)|6+|ln(ω)|6)dp(ω)<C.且f1 ∈

Hs(M),f2 ∈Hs-1(M).fω
1 ∈Hs(M),fω

2 ∈Hs-1(M)是相联系的随机函数.则存在σ⩾
2
3

使得对几乎处

处的ω∈Ω 存在Tω >0和一个唯一的解,初值连续嵌入在 Xω = cos(t -Δ)fω
1+
sin(t -Δ)fω
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C([-Tω,Tω];Hσ(M)).较为确切地,存在C >0,δ⩾0,0<T ⩽1,ΩT 使得P(ΩT)⩾1-CT1+δ 对每一

个ω∈ΩT,则存在唯一的解并且初值连续嵌入在C([-T,T];Hs(M)).进一步,如果随机变量是标准的高

斯的,则

P(ΩT)⩾1-Ce-
c
Tδ,c,δ>0.

  事实上,从这两个定理可知:非线性波动方程的解有线性和非线性组成.线性部分的正则性比非线性的

正则性低.因此这和确定的情况是不一样的.换句话说,将不好的情况都转移到随机化的初值上去.文献[5]研
究了当空间是紧流形时超临界波动方程utt+Δu=u5 的初值随机化的适定性问题.并且推广了Burq,Tzvet-
kov的概率Strichartz估计.主要结果如下.

定理3 设∂M 为空集,s⩾
1
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且f1∈Hs(M),f2∈Hs-1(M).fω
1∈Hs(M),fω

2∈Hs-1(M)是相联

系的随机函数.则存在σ⩾
1
2

使得对几乎处处的ω ∈Ω 存在Tω >0和一个唯一的解,初值连续嵌入在

Xω =cos(t- -Δ)fω
1+
sin(t -Δ)fω
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÷÷+C([-Tω,Tω];Hσ(M)).较为确切地,存在C>0,δ⩾0,0<

T ⩽1,ΩT 使得P(ΩT)⩾1-CT1+δ1 对每一个ω∈ΩT,则存在唯一的解并且初值连续嵌入在C([-T,T];

Hs(M)).进一步,如果随机变量是标准的高斯的,则

P(ΩT)⩾1-Ce-
c

Tδ1,c,δ>0.

  定理4 设∂M 为非空,s⩾
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,且 ∃C >0:n⩾1,∫

Ω

(|hn(ω)|6+|ln(ω)|6)dp(ω)<C.且f1 ∈

Hs(M),f2 ∈Hs-1(M).fω
1 ∈Hs(M),fω

2 ∈Hs-1(M)是相联系的随机函数.则存在σ⩾
2
3

使得对几乎处

处的ω∈Ω 存在Tω >0和一个唯一的解,初值连续嵌入在 Xω = cos(t -Δ)fω
1+
sin(t -Δ)fω
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C([-Tω,Tω];Hσ(M)).较为确切地,存在C>0,δ2⩾0,0<T⩽1,ΩT 使得P(ΩT)⩾1-CT1+δ2 对每一

个ω∈ΩT,则存在唯一的解并且初值连续嵌入在C([-T,T];Hs(M)).进一步,如果随机变量是标准的高

斯的,则

P(ΩT)⩾1-Ce-
c

Tδ2,c,δ>0.
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  最初,一些学者只在紧流形上考虑随机化,因为紧流形有很好的结构,确切的是紧流形上具有标准正交

基,因此相应的紧流形上的Sobolev空间具有非常好的定义.随后,初值随机化被越来越多的学者所关注.初
值随机化被用到KdV类型方程和流体方程等,例如文献[6-25].初值随机化与随机偏微分方程的区别在于

初值随机化对方程的适定性问题起好的作用,而随机偏微分方程中噪声不一定起好的作用.因为噪声是加在

方程的后面,这样有可能破坏方程的结构等.
维纳随机化在非紧流形下是非常有用的.后来一些学者在非紧流形上进行考虑,并且进行随机化.如何

进行随机是一件非常重要的事情.事实上,对初值的维纳随机化.下面给出维纳随机化的具体定义.设ψ ∈

C∞
c (R4)是偶的非负缓冲函数,并且supp(ψ)⊆B(0,1)和∑

k∈Z4
ψ(ξ-k)=1,ξ∈R4.设s∈R,f∈Hs(R4),

对k∈Z4 定义函数Pkf:R4→C 如下(Pkf)(x)=F-1(ψ(ξ-k)Ff(ξ))(x).对于1⩽r1⩽r2⩽ ∞,k∈
Z4,有单位范围的Bernstein不等式‖Pkf‖Lr2 ⩽C‖Pkf‖r1

.设(gk)k∈Z4
是定义在概率空间(Ω,A,P)一

列期望为零,复值高斯随机变量,给定一个复值函数f∈Hs(R4),定义fω =∑
k∈Z4

gk(ω)Pkf.

2 所用工具

初值随机对于初值随机化来说,常用的工具是调和分析、算子半群、Sobolev空间以及偏微分方程理论

等.具体说来经常用到的工具是Strichartz估计、各种各样的函数分解、对偶思想和TT*思想等.对于初值随

机化来说,除了注意随机因素带来的有利条件,要想得到确定方程得不到的结果,必须注意三点.第一,是对

确定方程的结构有很好地理解和掌握;第二,选择合适的函数空间;第三,必须建立一些新的有用的时间和空

间联合估计.

3 未解决问题

初值随机化是比较有意思的一个方向.很多研究者对径向初值进行随机,用来研究非线性色散波方程在

临界指标之下的适定性和散射性,例如文献[4-6].能不能用初值随机化来研究非线性色散波方程的爆破性

和稳定性等其他方向仍然未可知.
对薛定谔方程和波动方程的研究主要限制在散焦情况,散焦情况能量恒正.然而聚焦情况,能量符号不

确定,因此结构更加复杂,目前还没有学者研究聚焦情况的薛定谔方程和波动方程的初值随机化.国内一些

学者也先后对流体力学的初值随机化以及薛定谔方程的初值随机化做出一些深刻的研究.
本文认为还有一些有意思的问题需要探讨.第一,Benjamin-Ono方程的初值随机化问题;第二,一维、二

维薛定谔方程的初值随机化问题;第三,薛定谔映射和波映射的初值随机化问题;第四,Yang-Mills方程的

初值随 机 化 问 题;第 五,Maxwell-Klein-Gordonequation 的 初 值 随 机 化 问 题;第 六,Chern-Simons-
Schrödinger的初值随机化问题.
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  Abstract:Thispaperaimstointroducesomenonlinearevolutionequations.Firstly,wepresentsSchrodingerequtaions
withrandomdata,KdVequationwithrandomdata,waveequationwithrandomdata.Thenthispapergivestheharmonicanaly-
sistoolswhichareusedtosolverandomdataproblem.Atlast,someunsolvedproblemsrelatedtorandomdatawerepresented.
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