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可压缩的磁流体方程组的解的整体存在性 
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(延安大学 数学与计算机科学学院，陕西 延安 716000) 

摘 要：在初始值不要求小的情况下，建立了带有真空的一维可压缩的磁流体方程组的古典解的整体存在性， 

利用 Cauchy不等式、Gronwall不等式 、嵌入定理等方法得到了整体解在 H 空间中的有界性． 
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磁流体力学主要考虑导电流体的一种运动，磁场能够感应出电流，在电磁场领域有很大的作用．所研究 

的一维可压缩的无电阻尼系数的磁流体力学方程组如下 

+ (pu) 一 0， (1) 

( ) +(pu。+P(1D)+寺6 )一 ， (2) 

b + (bu) ===0， (3) 

这里 lD，“，P(10)，b分别表示密度，速度，压力和磁力，常数 时为正黏性系数．仅考虑等熵的磁流体力学方程 

组，即流体 的状态方程形式为 

P(ID)一 ，y> 1，K > 0． (4) 

很多学者对解的存在性做了大量的研究：对电阻尼系数不为零，等熵的可压缩流体来说，文献[1—2]建 

立在H (i一1，2，4)一维可压缩的磁流体方程解的存在性和指数稳定性．文献[3]证明了当切变黏度趋近零 

时，整体弱解收敛到本方程的一个解．文献E4]考虑了可压缩的磁流体解的整体存在性和收敛率．在电阻尼 

系数为零，初始真空存在的情况下，文献Es]建立了具有初始边界值的可压缩磁流体的古典解的整体存在性 

和唯一性．文献[6]得到了初始边界值问题光滑解的整体存在性．当b===0时磁流体方程就变成了黏性流体 

方程，文献[7]得到了具有大初始值和真空条件下的唯一的整体解，文献[8]证明了弱解的存在性和大时间 

性．对于液晶流体方程，许多作者也获得了解的存在性，譬如在文献[9]中证明了不可压缩的向列型液晶流 

体方程弱解的存在性，文献[io—l1]研究了可压缩的液晶流体方程整体弱解的存在性和收敛性问题．对于 

三维的情形，文献E12]研究了具有库伦外力的可压缩的磁流体方程柯西问题解的大时间性质．文献[13]考 

虑了在没有热传导，初始值很小的情况下获得了可压缩的磁流体方程的整体解和最佳的收敛率．文献[14] 

在小的光滑的初始值条件下获得了三维的不可压缩的磁流体方程解的整体适定性． 

本文主要 目的是建立系统(1)～ (3)的解的整体存在性 ，在初始条件下 ： 

(1D， ，6)( ，0)一 (1D0，“o，bo)( )，z∈ [O，1]， (5) 

边界条件为： 

“ 

． 

=== 0． (6) 

进一步假设有 
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0 So bo(x)≤ 一
So< 。。． (7) 

po z 

令函数 g∈H ，假设初始值满足下面的相容性条件： 
， 1 ’ 

tat。 ( )一(P(po)+ ]-口。2)( )：100(z)g( )，z∈Eo，13． (8) 

引入记号：Qt— Eo，1]X Eo，T]，T> 0，L 一L (Eo，1])，H 一W (Eo，1])，常数 c仅依赖初始值和 

丁，结论如下． 

定理 1 假设初始值(po， o，bo)满足』D0 0，(po， ，b。)∈H ，则对任意T>0，初始边界值问题存在唯 
一 的整体古典解满足： 

『l lD(￡)ll + ll甜(￡)ll备 + Il 6(￡)ll + ll (￡)ll + ll b (￡)II + lI b (￡)ll z+ II (f)Il + 
rT 

I(II lD II +II ll s+II b II s+ll“ ll +_I b II +Il地_I备s+ll b ll )(s)ds c(T)．(9) 

1 定理 1的证明 

在这一节需要完成问题(1)～ (6)的解在 H 空间的整体存在性，需要下面的引理． 

引理 1 在定理 1的假设下 ，下面一些估计成立 ： 

三三三p(Y，s) c(T)，so s-~o 三三三b(y，5)三三三c(T)，( ，s)∈Q ， 

， (1D，lD )∈C(Eo，丁]；H )，( ，(ID ) )∈C(Eo，T]；H )， ∈L (Eo，T]；L。)， 

(6，b。)∈c(Eo，T]；H。)，( ，(6。) )∈C(E0，T]；H )，( ， )∈C([0，T3；L )， 

(pu) ∈ C(Fo，T]；H )，U∈C(Eo，T]；H。n H )，U ∈L。。(Eo，T]；H )n L。(Eo，T]；H )， 

((p ) ，(6 ) )∈L。。(Eo，T]；L )，ll I1 一 C(T)． 

证明 见参考文献[5]． 

引理 2在定理 1的假设下，对任意的 0 t T，有下列估计式成立 

J。 +五t+(ID ) +I(ID )一 I。dx+J。j。五+l(』D ) I +五z dxdt c(T)· 

I 6 +吃 dx+(6 ) +I(6 ) I dx+I I 6 +I(6 ) l +如 dxdt c(T)． 

‘ 

I“ dx+l I U⋯2 dxdt c(丁)． 

证明 一方面由(1)式关于z求导三次得 

p t一一 p— ll一 4p H 一 6p Hn一 4p|札 一 |． 

上式乘以 ，在[O，1]上积分得并分部积分，有 

1 d r1 L dz===
一 z一4 xxxUxxxd — IqD一 dz-6J"．阻lDxxxUx,xd 

c(T)ll lI 。。I ID dx+4 l】 lI 。。Il P～II L2 ll“一lI L2+ 

ll P Il 。。I1阳 z lI 【I『．2+ II ll llf．2 II“ ll『 2． 

利用 Sobolev嵌入定理和 Cauchy不等式、引理 1，得到 

-r：南dx c(T) 南dx q-C(T)(1+II阳lILz)Il lI Lz+c(T)lI p肼 llL 2li 一 ll Lz≤ 
c(T)l d +c(T)I 2 dx+c(T)． 

另一方面(1)式乘以 一 ，得到 

(』D ) + (P ) 甜+ 一 o． 

因此又可以得到 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 
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( )一 +(1D )～ “+(y+3)(』D )一 +3(7+1)( ) U +(37+1)(1Dy) 一 + ～ 一0．(16) 

与(14)类似的方法，同样推出 

J o ) dx C(T)f'o(p dx+c(T) “ dx+C(T)． (17) 
联立(14)和(17)得 

d J。1lD
～2+( ) dx c(r) f

。

l

p~+(ID ) dx+c(T)J．三“ dx+c(丁)． (18) 
同理得到 

d 

J
f
。

]

一
h

—Z+(6。) dx C(T)f'obL+(6 ) dx+c(T) “ dx+c(T)． (19) 
再由(2)式关于 求二次导，得 

～ 一P口“ +2pxu + + 甜 +2pxuu +2 “ +3pu + “一+是(IDy)一+专(6。)一． 

(2O) 

由(20)式，引理 1、嵌入定理、Cauchy不等式得 

J。“ dx c(T)+c(r)ji(p ) +( ) dx+C(T)jl dx· (21) 

(18)一19)、(21)三式联立，利用Gronwall不等式和引理1得I 1D +(ID ) +bL+(6 ) dx c(T)． 

从上式可以得到J。J。南dxdt c(T)· 
同理 

J。正c dx+l(IDy)一t l 如+j。J。五+l(1Dy) z l。dxdt c(T)， 
r1 r1’r1 

I 6 dx+I(6 ) l。dx+I I 6 +I(6 ) l +6 dxdt c(T)． 

由(21)式，引理1得I (ix十I I“ dxdt c(T)． 

引理3 在定理 1的条件下，对任意的0 t≤ T，有下列估计式成立 

ll U ( ，o)fl+ II U ( ，O)II+ ll U ( ，O)ll+ ll b (z，0)lJ+ ll b (z，0)ll C(T)． (22) 

证明 从(2)式和引理 1中可以得到 

ll U ll C(T)(II ll+ ll Pf H-+ ll U l1”，+ II b ll一，)． (23) 

由(2)式关于z求导得 

Il U Il c(T)(1l ll + Il pt ll H，+ ll U Il Hz+ ll II H·)， (24) 

或 

Il 一 C(T)(II lI + II Pf ll H + ll U ll t+ II b ll H + lI U l1)． (25) 

(2)式关于X求二次导数，利用嵌入定理和引理 1得 

I1 M Il≤ C(T)(II l1 z+ {l Pl Il H2+ lI lI—s+ ll I1 z)， (26) 

或 

II 一 ll C(T)(II ll z+ ll Pl Il z+ ll U lI z+ }l b llⅣ2+ ll lI)． (27) 

由(2)式关于 t得 

ll U l】=三三C(T)(Il l】+ ll ll H + ll U ll + lI“ Il+ ll U ll+ ll b ll H )． (28) 

(28)式联立(24)、(26)式 、引理 1得 

II“ ll C(T)(1l ll Hz+ ll“ ll 十 II b ll H·+ ll b ll H2+ II ll Hz)． (29) 

由(24)、(26)、(29)式，在定理 1的假设下，引理 1、引理2，得到 1I“ (z，O)I1+ ll U (z，O)II+ l1甜 (z， 

0)Il C(T)． 

相似地由(3)式可以得到 ll b ll C(T)(1l b ll+ ll l1)、(3)式两边关于 求导，利用Cauchy不等 
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式得 ll b 【I≤ c(T)(1l b lI H·+ ll U ll H1)，(3)式两边关于 t求导，利用 Cauchy不等式得 Il b ll 

C(T)(}I b ll+ }I b ll+ ll b lI) C(丁)(1I b lI—t+ ll U lI -)，(3)式两边关于z求两次导，利用Cauchy 

不等式得 II 6 c(T)(1I b ll”z+ ll U Il z)．从而得到 Il b (z，O)Il+ Il 6 ( ，0)ll C(T)．由(25) 

式和引理 1得推论 1． 

推论 1 I“一2 d c(T)． 
J U 

引理 4 在定理 1的假设下，对任意的0 t T，有下列估计式成立 
rT 

Il‰lI。+I Il M dt c(T)， (3o) 
J 0 

r1_ 

ll b lI。+I ll b dt c(T)． (31) 
J 0 

证明 (2)式关于t求二次导数，可得到 

+2 “ + + “z+2Pf t“z十2Pl “一十 “z+2put“ + “ +( + 1 ) 一 一． 
上式两端乘以U ，在[0，1]上积分，并分部积分，利用(1)式、引理 1、Cauchy不等式、嵌入定理得 

1 d 

J。1 2 dx+ql“： dz=--4 dx+ (K + 1 6。) “ 如一 ： 如一 

．f。1 UUxUndz一2 (ptUtUx+ “ + )Uadx<C(e，T)flpu z~o dx+e ll ll io。 “ 如+ 

【I“ ll J。 ：dx+~-Jl“：z dx+c(T)j。( “ + “ + 。甜 +“ )dz+ 

r1 ．rl 广1 CJ。(( )：+( )：)dz 号J。“ dz+c(T)(『I“ 【I +1)J。lDIl：dx+ 

c(丁)ll ll 。。I dx+C ll“ ll i。。supI dxI“ dx+c(T)． J 0 
t J 0’ J 0 

因此，有 d J
。

1 

2 dx+ “： dx c(T)(1J“ 。。+1) dz+c(T)．上式在[。， ]上积分得 ：dx+ 

肌妇dxds c(T) +1) pu~dxds+c(T)． 
利用 Gronwall不等式，引理 1～ 引理 3得到(30)式的估计． 

同理(3)式两边关于 t求二次导数，利用引理 1～ 引理 3得到(31)式． 

引理 5 在定理 1的假设下，对任意的0≤ t T，有下列估计式成立 

J。 一2 t dx+Jl Jl 一2 c dxdt≤c(T)· (32) 
证明 由(1)式与(2)式得 

t+ +Pz+(专62) 一tat ． ． (33) 
上式关于 t求导得 

+ “ + z‘“ + + + P + 1(6 ) 
一  (34) 

因此得到 

dx C(f'op3U：+lqD “ +IqD 2“z+t93“ “2+p3UZU )+ 
CI ID I(1D ) l +lD l(6 ) I。 c(T)． (35 

(34)式关于 ，t求导 

tat—：t一 2 ) + “t+ptU +pu +p=uu + “ +p~uu + p,u + 

2pu +p,uu + pu + puu + K(pr) + (6 ) 
． (36) 
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利 用 弓I理 1～ 弓I理 5得 

r个 ’ ／'t r1 r1 Ji Jl“一2 ，dxdt c(T)+c(T)J。J。甜一2 t dxds+ pJ。I(1D )一r 1 +I(6 )一z 1 2dx c(T)· (37) 
联立(35)式与(37)式得(32)式． 

引理 6 在定理 1的条件下，对任意的 0 t T，有下列估计式成立 

J。 z +(1D ) + +(6 ) dx+Jl Jl“ 一十 dxd1 s≤c(T)· (38) r1 ，下 
证明 (2)式关于z求导，两边同时乘以 ，在[O，1]上积分并分部积分得，利用Cauchy不等式，引理 

1～ 引理 4得 

1 d 

J

r
。

'

．2 d ===一号 由 甜 dz一1o IDxxxxUx．r d 一10 阻lDx．rxxU．r．ra-d 一1of1 IDxr c2cU~orxJ dz— 
r1 r1 r1 J。lqD— “⋯d c(T j。南 dx+c(T j。甜⋯2 dx+c(T)· (39) 

下面来估计I“⋯2 dx． 
J 0 

脚一 一 lD一 +3lD “ +3pxu上ft+ r+ ～UU + 3P ““ +3p “；+9 “ U上r+ 

3 +4pu — +3p~uu—．+pUUx~x +k(p )一 +告(6 )⋯ ， 

所以有 

r1 r1 r1 J。 —dx c(T)+c(T j。(ID ) +(6。) dx+c(T J。 一2，dx· (40) 
由(16)式关于X求导数得 

(pr) ，+ (』D )— M+ (y+ 4)( )一 ̈ + 2(27+ 3)( ) “ + 2(37+ 2)( ) “ + 

(47+ 1)(ID ) U— + U⋯  一 0． (41) 

(41)式两边乘以(|D ) ，并在[0，1]上积分得 

：(1D ) dJc c(T) (1D ) dx+c(T)-f “ dx+c(T)． (42) 
同理 

』：6 +(6 ) dx C4(T) 6 +(6 ) dx+c (T) “一2 dx+c (T)． (43) 
联立(39)、(40)、(42)及(43)式得 

d J。i z +(1D ) +6 +(6 ) dx
_< T~J-I ) dx+ 

r1 r1 

c(丁)l bL=+(6。) dx+c(T)l uL dx+c(T)． 
J 0 J 0 

由(37)式 ，Gronwatl不等式得 

I 赢 +(ID ) +6 +(6 ) dx c(丁)． (44) 

由(37)、(4o)、(44)式得到J。J。 ⋯2 +五 dxdt c(T)· 
引理7 在定理 1的条件下，对任意的 0 t T，有下列估计式成立 

friib~ +6 +6 ⋯dxd￡ c(丁)． (45) J 0 0 
证明 (3)式关于 求二次导数得 

6 + b~．Txu+ 3b + 3b 甜 + —，一 0． (46) 

利用Young不等式，引理1～引理6得l l‘6 dxdt三三三c(T)(1 1l 6 lI z+lI“ ll z df) c(T)． J 0 J U J u 
由(46)式关于 求导，利用 Young不等式，引理 1～ 引理 6可得 
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2 结束语 

．f．rflbL．~+bL⋯ ￡ c(丁)( Il II 。+ll“ II ) c(丁)．证毕． 

通过严密的推理完成了对定理 1的证明．不过，在电阻尼系数存在的情况下，一些磁流体方程柯西问题 

解的整体存在性、大时间性等一系列性质还有待证明． 
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Global Existence Behavior of the Solutions for Compressible Magnetohydrodynamics Equations 

KONG Chunxiang 

(College of Mathematics and Computer Science，Yan’an University，Yan’an 716000，China) 

Abstract：We established the global existence of the classical solutions with vacuum for 1 D compressible magnetohydro 

dynamics equations where we did not require initial value to be smal1．Using the Cauchy inequality，Gronwall inequality and em 

bedding theorem ，we obtained the boundedness of the global solutions in H space． 

Keywords：magnetohydrodynamics；global solution；zero resistivity；vacuum 


