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具有恐惧效应和食饵避难的
时滞捕食模型的稳定性

王呈祥,胡志兴

(北京科技大学 数理学院,北京100083)

摘 要:考虑恐惧效应和食饵避难,研究了具有阶段性结构和时滞的Crowley-Martin型捕食模型.首先分析了

平衡点的存在性;接着通过对特征方程根的讨论以及构造Lyapunov函数得到了边界平衡点满足局部和全局渐近稳

定性的条件;然后,研究了时滞对内部平衡点稳定性的影响,分析了系统在内部平衡点处 Hopf分支的存在性;最后,

通过 MATLAB数值模拟对结果进行了验证.
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近年来,很多捕食模型的研究都考虑了食饵避难[1-5],这种进化过程中食饵对捕食者所形成的集体抵

御,拟态保护等行为能够有效降低捕获率.此外,研究还表明,食饵对捕食者的恐惧情绪也是影响种群数量变

化的重要因素,文献[6-10]具体分析了具有恐惧效应的捕食模型,其中文献[10]首次同时考虑了食饵避难

和恐惧效应.文献[11]研究了功能性反应函数为Beddington-DeAngelis型的具有食饵避难和阶段性结构的

模型,模型如下:
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其中x,y1,y2 分别是食饵,幼年捕食者和成年捕食者,m 为食饵避难比例,τ 是成年捕食者的消化时滞.目
前,具有Crowley-Martin功能反应的捕食系统得到了广泛关注[12-14],Crowley-Martin功能反应既与食饵数

量相关又与捕食者数量相关,同时考虑了捕食者之间的相互作用,相较Beddington-DeAngelis型功能反应,
更符合生物学实际.因此,本文在模型的基础上,考虑加入恐惧效应并使用Crowley-Martin型功能反应函

数,建立新的模型并研究其动力学性态.

1 模型的建立

建立的模型如下:
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dt=
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1+ky2
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dy2

dt =ny1-d2y2,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(2)

其中x,y1,y2 分别表示食饵,幼年捕食者和成年捕食者在t时刻的种群密度.r是未受捕食者影响的食饵出

生率.k代表食饵对成年捕食者的恐惧因子.d0,d1和d2分别表示食饵,幼年捕食者和成年捕食者的自然死亡

率.c是食饵的种内竞争因子,m ∈ [0,1)是t时刻食饵避难的比例.a,b,α分别代表了成年捕食者的处理时

间,相互作用的强度以及对食饵的捕获率.β代表捕食转化率,τ代表成年捕食者的消化时滞,n代表幼年捕食

者成长为成年捕食者的比例.系统的初始条件满足:

x(θ)=φ1(θ),y1(θ)=φ2(θ),y2(0)=φ3(θ),
其中φ1(θ)⩾0,θ∈ [-τ,0],φ1(1)>0(i=1,2,3),(φ1(θ),φ2(θ),φ3(θ))∈C([-τ,0],R3+).

定义范数 ‖φ‖=sup
-τ⩽θ⩽0

{|φ1(θ)|,|φ2(θ)|,|φ3(θ)|},其中φ=(φ1,φ2,φ3)是连续映射,φ:[-τ,

0]→R3+,可知C([-τ,0],R3+)构成Banach空间.

2 平衡点的存在性

系统的平衡点如下:
(1)系统(2)始终存在一个平凡平衡点E0=(0,0,0).

(2)若r>d0 时,系统(2)存在一个边界平衡点E1=(
r-d0

c
,0,0).

(3)内部平衡点E* =(x*,y*
1 ,y*

2 ),其中x*,y*
1 和y*

2 是如下方程的解

F1(x,y2)∶=
r

1+ky2
-d0-cx-

α(1-m)y2

1+a(1-m)x+by2+ab(1-m)xy2
=0, (3)

βα(1-m)xy2

1+a(1-m)x+by2+ab(1-m)xy2
-ny1-d1y1=0, (4)

ny1-d2y2=0. (5)

由方程(5)可得y1=
d2

ny2,将y1=
d2

ny2 代入(4)式,有

F2(x,y2)∶= βα(1-m)x
1+a(1-m)x+by2+ab(1-m)xy2

-d2-
d1d2

n =0. (6)

由方程(3)可得:
(i)若x=0,则有

y2
2+h1y2+h2=0, (7)

其中

h1=
α(1-m)+d0(k+b)-rb

k(α(1-m)+d0b)
,h2=

d0-r
k(α(1-m)+d0b)

.

显然,若r>d0,方程(7)只有一个正根y(1)
2 .

(ii)若y2=0,则x(1)=
r-d0

c
,且x(1)>0时,有r>d0.

(iii)易得
dy2

dx =-
F1x

F1y2

=

αa(1-m)2(1+by2)y2

(1+α(1-m)x+by2+ab(1-m)xy2)
2-c

rk
(1+ky2)

2+
α(1-m)(1+a(1-m)x)

(1+a(1-m)x+by2+ab(1-m)xy2)
2

.
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当
dy2

dx <0时,有

αa(1-m)2(1+by2)y2

(1+a(1-m)x+by2+ab(1-m)xy2)
2 <c. (8)

将(3)式代入(8)式,可得

l1xy2+l2x+l3y2+l4 >0, (9)
其中

l1=2kac(1-m),l2=2a(1-m),

l3=k(d0a(1-m)+c),l4=d0a(1-m)+c-ra(1-m).

对于所有x >0,y2 >0,若a(r-d0)(1-m)⩽c,则(9)式成立,进而有
dy2

dx <0.

同样地,由方程(6)可得:

(i)若y2=0,则x(2)=
d2(n+d1)

(1-m)(nβα-d2a(n+d1))
,且x(2)>0时,有nβα>d2a(n+d1).当x(2)<

x(1)时,有d2c(n+d1)< (r-d0)(nβα-d2a(n+d1))(1-m).

(ii)易得
dy2

dx =-
F2x

F2y2

=
βα(1-m)(1+by2)

βαb(1-m)(1+a(1-m)x)x >0.

因此,若以下条件满足,(3)和(6)式的图像在第一象限有唯一交点 (x*,y*
2 ),将y*

2 的值代入(5)式可

以得到y*
1 .即存在唯一内部平衡点E* =(x*,y*

1 ,y*
2 ).

(R1)r>d0;
(R2)nβα>d2a(n+d1);
(R3)a(r-d0)(1-m)⩽c;
(R4)d2c(n+d1)< (r-d0)(nβα-d2a(n+d1))(1-m).

3 边界平衡点的稳定性

定理1 若r<d0,则平凡平衡点E0 是局部渐近稳定的;若r>d0,则平凡平衡点E0 不稳定.
证明 平凡平衡点E0 处的特征方程为

(λ-r+d0)(λ+n+d1)(λ+d2)=0. (10)
方程(10)有3个根λ1=r-d0,λ2=-n-d1 <0和λ3=-d2<0.显然,当r<d0 时,平凡平衡点E0 是

局部渐近稳定的.当r>d0 时,E0 是不稳定的.
定理2 若(R1)和(R2)成立,当d2c(n+d1)>(r-d0)(nβα-d2a(n+d1))(1-m)时,边界平衡点

E1 是局部渐近稳定的.
证明 边界平衡点E1 处的特征方程为

(λ+r-d0)(λ+n+d1)(λ+d2)-
nβα(r-d0)(1-m)
c+a(r-d0)(1-m)e

-λτé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú=0. (11)

若r>d0,方程λ+r-d0=0有一个负根,则方程(11)的其他根由

λ2+k1λ+k2+k3e-λτ =0 (12)
决定,其中

k1=n+d1+d2,k2=d2(n+d1),k3=-
nβα(r-d0)(1-m)
c+a(r-d0)(1-m).

  当τ=0时,方程(12)转化为

λ2+k1λ+k2+k3=0. (13)
由Routh-Hurwitz判别定理,当k2+k3>0时,边界平衡点E1 是局部渐近稳定的.若(R4)成立,方程(13)至
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少有一个正实根,则E1 是不稳定的.
当τ>0时,讨论方程(12)纯虚根的存在性.若iω1(ω1>0)是方程(12)的一个解,当且仅当ω1 满足

-ω2
1+ik1ω1+k2+k3(cosτω1-isinτω1)=0.

分离实部与虚部,可得

k3sinτω1=k1ω1,

k3cosτω1=ω2
1-k2,{ (14)

等式两边同时平方再相加可得

ω4
1+(k21-2k2)ω2

1+k22-k23=0. (15)
注意到

k21-2k2=(n+d1)2+d2
2 >0,

k2-k3=d2(n+d1)+
nβα(r-d0)(1-m)
c+a(r-d0)(1-m)>0.

若k2+k3>0,可得k22-k23>0并且可知对于τ⩾0,方程(12)所有的根都具有负实部,则边界平衡点E1

是局部渐近稳定的.
定理3 若(R1)成立,当d2c(n+d1)>(r-d0)(nβrk+nβα(1-m)-d2a(n+d1)(1-m))时,边

界平衡点E1 是全局渐近稳定的.
证明 构造一个Lyapunov函数

V(t)=x-x0-x0ln
x
x0

+ξ1y1+ξ2y2+ξ1βα(1-m)∫
t

t-τ

x(s)y2(s)
(1+a(1-m)x(t-τ))(1+by2(t-τ))ds

,

其中

x0=
r-d0

c
,ξ1=

1+a(1-m)x0

β
,ξ2=

rkx0+α(1-m)x0

d2
.

计算V(t)沿系统(2)对时间t的全导数,可得

V̇(t)= 1-
x0

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

rx
1+ky2

-d0x-cx2-
α(1-m)xy2

(1+a(1-m)x)(1+by2)
æ

è
ç

ö

ø
÷+

ξ1
βα(1-m)x(t-τ)y2(t-τ)

(1+a(1-m)x(t-τ))(1+by2(t-τ))-ny1-d1y1

æ

è
ç

ö

ø
÷+ξ2(ny1-d2y2)+

ξ1βα(1-m)xy2

(1+a(1-m)x)(1+by2)
-

ξ1βα(1-m)x(t-τ)y2(t-τ)
(1+a(1-m)x(t-τ))(1+by2(t-τ))=

-c(x-x0)2-
rkxy2

1+ky2
-

αb(1-m)x0y
2
2

(1+a(1-m)x)(1+by2)
-
rk2x0y

2
2

1+ky2
-

αab(1-m)2x0xy
2
2

(1+a(1-m)x)(1+by2)
-[(n+d1)ξ1-nξ2]y1.

  记 M为包含于{(x,y1,y2)∈R3+∶x >0|̇V(t)=0}的最大不变集.若(n+d1)ξ1 >nξ2,即

d2c(n+d1)> (r-d0)(nβrk+nβα(1-m)-d2a(n+d1)(1-m)),

则对任意x >0,y1⩾0,y2⩾0都有V̇(t)⩽0.又发现当且仅当M={E1}时,̇V(t)=0才成立.通过LaSalle
不变集原理,E1 全局渐近稳定.

4 内部平衡点的稳定性

边界平衡点E*=(x*,y*
1 ,y*

2 )处的特征方程为

λ3+p1λ2+p2λ+p3+(q1λ+q2)e-λτ =0, (16)
其中

p1=n+d1+d2+A,p2=d2(n+d1)+(n+d1+d2)A,p3=d2(n+d1)A,q1= -B,q2=CD-AB,
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A=cx* -
αa(1-m)2(1+by*

2 )x
*y*

2

(1+a(1-m)x* +by*
2 +ab(1-m)x*y*

2 )
2
,

B=
nβα(1-m)(1+a(1-m)x*)x*

(1+a(1-m)x* +by*
2 +ab(1-m)x*y*

2 )
2
,

C=
nβα(1-m)(1+by*

2 )y
*
2

(1+a(1-m)x* +by*
2 +ab(1-m)x*y*

2 )
2
,

D=
rkx*

(1+ky*
2 )

2+
α(1-m)(1+a(1-m)x*)x*

(1+a(1-m)x* +by*
2 +ab(1-m)x*y*

2 )
2.

  当τ=0时,方程(16)转化为

λ3+p1λ2+(p2+q1)λ+p3+q2=0. (17)
由(6)式可得

B=
nβα(1-m)(1+a(1-m)x*)x*

(1+a(1-m)x* +by*
2 +ab(1-m)x*y*

2 )
2=

d2(n+d1)

1+by*
2

.

则

p1=n+d1+d2+A,p2+q1=d2(n+d1)1-
1

1+by*
2

æ

è
ç

ö

ø
÷+(n+d1+d2)A,

p3+q2=d2(n+d1)1-
1

1+by*
2

æ

è
ç

ö

ø
÷A+CD,

p1(p2+q1)-(p3+q2)=d2(n+d1)(n+d1+d2)1-
1

1+by*
2

æ

è
ç

ö

ø
÷+

(n+d1+d2)(n+d1+d2+A)A-CD.
若p1(p2+q1)>p3+q2和(R1)~(R4)成立,由Routh-Hurwitz定理,可知内部平衡点E* 是局部渐近稳

定的.
当τ>0时,讨论方程(16)纯虚根的存在性.若iω(ω>0)是方程(16)的一个解,当且仅当ω 满足

-iω3-p1ω2+ip2ω+p3+(iq1ω+q2)(cosτω-isinτω)=0.
分离实部与虚部,可得

q1ωcosτω-q2sinτω=ω3-p2ω,

q1ωsinτω+q2cosτω=p1ω2-p3,{ (18)

等式两边同时平方再相加可得

ω6+(p2
1-2p2)ω4+(p2

2-2p1p3-q21)ω2+p2
3-q22=0, (19)

其中

p2
1-2p2=(n+d1)2+d2

2+A2 >0,

p2
2-2p1p3-q21=d2

2(n+d1)2 1-
1

(1+by*
2 )

2
æ

è
ç

ö

ø
÷+[d2

2+(n+d1)2]A2 >0,

p2
3-q22=(p3+q2)(p3-q2).

显然,若p3>q2 且(R1)~(R4)成立,则p2
3-q22>0,这意味着方程(19)没有正实根.因此,对于τ⩾0,内

部平衡点E* 是局部渐近稳定的.注意到

p1(p2+q1)=d2(n+d1)(n+d1+d2+A)1-
1

1+by*
2

æ

è
ç

ö

ø
÷+(n+d1+d2)A2+

n(n+d1)2A+d2
2A+2d2(n+d1)A >2d2(n+d1)A=2p3.

若p3>q2,则p1(p2+q1)>2p3>p3+q2.
若p3<q2,则p2

3-q22<0,存在唯一的正根ω0 满足(19)式.
由(18)式可得
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cosτω0=
q1ω

4
0+(p1q2-p2q1)ω

2
0-p3q2

q21ω
2
0+q22

.

记

τ0N =
1
ω0
arccos

q1ω
4
0+(p1q2-p2q1)ω

2
0-p3q2

q21ω
2
0+q22

+
2Nπ
ω0

,N =0,1,2,…

令τ0=τ00,现在证明横截条件

d(Reλ)
dτ{ }

τ=τ0

>0

成立.计算方程(16)对τ的微分,有

dλ
dτ

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

=-
3λ2+2p1λ+p2

λ(λ3+p1λ
2+p1λ+p0)

+
q1

λ(q1λ+q2)
-

τ
λ.

计算可得

sgn
d(Reλ)
dτ{ }

τ=τ0

=sgnRe
dλ
dτ

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

{ }
λ=iω0

=

sgn-
(p2-3ω

2
0)(ω

2
0-p2)+2p1(p3-p1ω

2
0)

(ω3
0-p2ω0)

2+(p3-p1ω
2
0)
2 -

q21
q21ω

2
0+q20{ } .

由(18)式可知

(ω3
0-p2ω0)2+(p3-p1ω2

0)2=q21ω2
0+q20.

有

sgn
d(Reλ)
dτ{ }

τ=τ0

=sgn
3ω4

0+2(p
2
1-2p2)ω

2
0+p2

2-2p1p3-q21
q21ω

2
0+q20{ }>0.

因此,横截条件成立且当ω=ω0,τ=τ0,系统(2)在E*处存在Hopf分支.得到如下定理:
定理4 (i)若p3 >q2 且(R1)~ (R4)成立,则对于任意τ⩾0,内部平衡点E* 是局部渐近稳定的.
(ii)若p3 <q2 且(R1)~ (R4)成立,则存在一个τ0>0,当τ∈ [0,τ0)时,E* 是局部渐近稳定的,且

系统(2)在τ=τ0 时经历Hopf分支,其中

τ0=
1
ω0
arccos

q1ω
4
0+(p1q2-p2q1)ω

2
0-p3q2

q21ω
2
0+q22

.

5 数值模拟

下面选定一系列参数值,利用 MATLAB进行数值模拟,并给出相应的图形.选取r=0.3,a=1,b=1,

c=0.3,α=1,β=0.8,n=0.8,d0=0.1,d1=0.1,d2=0.1.
(1)若k1=0.1,m=0.05,经计算可得τ0=22.77.由

定理4 可 知,当τ=23.77>τ0,内 部 平 衡 点 E* =
(0.21310,0.02468,0.19740)是不稳定的,系统(2)在

τ=τ0 时经历 Hopf分支并产生周期解,见图1.当τ=
20<τ0 时,内部平衡点E*是局部渐近稳定的,见图2.

(2)若k=0.1,m=0.2,τ=20,适当增加食饵避难的

比例,由 定 理4可 知,内 部 平 衡 点 E* =(0.25710,

0.02665,0.21320)仍局部渐近稳定,见图3.
(3)若k=0.5,m=0.2,τ=20,随着恐惧效应的增

加,相较于图3,系统的变化并不明显,此时内部平衡点

E*=(0.24820,0.02228,0.17830)是局部渐近稳定的,见图4.
(4)若k=0.5,m=0.95,τ=20,系统(2)不存在内部平衡点E*,随着时间的增长,捕食者种群消亡.由定
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理3可得,此时边界平衡点E1=(
2
3
,0,0)是全局渐近稳定的,见图5.

6 结 论

本文同时考虑了恐惧效应和食饵避难,研究了一类捕食者具有阶段性结构的时滞Crowley-Martin型捕

食模型的平衡点性态.首先探讨了平衡点的存在性,发现食饵避难比例m 控制着系统内部平衡点的存在性.
当系统不存在唯一内部平衡点时,边界平衡点可以是全局渐近稳定的,恐惧效应k 不影响边界平衡点的局

部稳定性,却可以影响其全局稳定,而时滞并不会影响边界平衡点的稳定性.当系统只存在唯一内部平衡点

时,该内部平衡点可以是局部渐近稳定的,但是时滞会使内部平衡点扰动,进而存在周期解.最后通过数值模

拟,验证了文中的结论,还发现随着食饵避难和恐惧效应的增长,食饵数量趋于增长,捕食者数量最终趋于消

亡,并且食饵避难对种群数量的影响远大于恐惧效应对种群数量的影响.
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Stabilityofadelayedprey-predatormodelwithfeareffectandpreyrefuge

WangChengxiang,HuZhixing

(SchoolofMathematicsandPhysics,UniversityofScienceandTechnologyBeijing,Beijing100083,China)

Abstract:Adelayedstagestructurepredator-preymodelwithCrowley-Martintypefunctionalresponseincorporating
preyrefugeandfeareffectwasdiscussed.Firstly,theexistenceofequilibriawasanalyzed.Secondly,theconditionsthatthe
boundaryequilibriumpointsatisfythelocalandglobalasymptoticallystabilitywasobtainedbydiscussingtherootsofthechar-
acteristicequationsandconstructingLyapunovfunction.Then,theinfluenceofthetimedelayonthestabilityoftheinternale-

quilibriumpointisstudied,andtheexistenceoftheHopfbifurcationattheinternalequilibriumpointofthesystemisanalyzed.
Finally,theresultsareverifiedbyMATLABnumericalsimulation.

Keywords:feareffect;preyrefuge;timedelay;stability;Hopfbifurcation
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